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Prefacio a 32 Edicao

Nesta nova edicdo o texto original foi expandido e revisado, sendo acrescentados dois novos capitulos, além de modificacdes
pontuais em diversas partes do livro. Contudo, foi mantido o objetivo do texto original, qual seja o de se constituir numa
exposicdo de diferentes estruturas de dados, com énfase nos seus algoritmos de manipulacéo e também em alguns de seus aspectos
matematicos.

Os temas dos novos capitulos introduzidos sdo a ordenacdo e as listas de prioridades avancadas. A ordena¢do € uma operagado
associada, de certa forma, a estruturas de dados, de modo geral. Ela se constitui em um conhecimento bésico e fundamental, para
todo estudante de Ciéncia da Computacdo. Uma das vantagens da inclusdo deste tema na nova edigdo é que grande parte das
disciplinas de estruturas de dados e algoritmos, ministradas nos cursos de graduacao de nossas universidades, inclui o tépico de
ordenacdo em sua ementa. Com isso, este texto cobriria, basicamente, todo o contetdo dessas disciplinas.

O novo capitulo de listas de prioridades avangadas inclui o estudo de estruturas como 0s heaps binomiais e os heaps de
Fibonacci, entre outros. As listas de prioridades descritas nesse novo capitulo requerem tratamento matematico um pouco mais
avancado do que as listas de prioridades tradicionais. Contudo, elas apresentam resultados de eficiéncia bastante satisfatérios,
razdo pela qual foram selecionadas para inclusdo no livro. Além disso, o conhecimento de tais estruturas é relevante no contexto
de cursos de pés-graduacéo.

O livro foi inteiramente redigitado e repaginado e sofreu variagdo, inclusive de tamanho, pois, como foi dito antes, ao seu
contetido original foram acrescidos dois novos capitulos. A forma de apresentacdo do texto, incluindo os exercicios e as notas
bibliogréficas, foi também mantida.

Jayme Luiz Szwarcfiter
Lilian Markenzon

Agradecimentos

Gostariamos de agradecer a Universidade Federal do Rio de Janeiro e aos varios de seus professores pelo apoio recebido. Em
particular, ao Professor Claudson Ferreira Bornstein pelas discussdes mantidas em relagdo aos novos capitulos.

Finalmente, agradecemos aos nossos familiares pela paciéncia e compreensao quanto as inimeras horas que este trabalho nos
retirou do convivio familiar.



Prefacio a 22 Edicao

Este € um livro de estruturas de dados, com énfase em seus algoritmos. Tanto estruturas de dados como algoritmos sdo temas
fundamentais, tendo em vista que praticamente todas as demais areas da computagdo os utilizam. As estruturas de dados que
compdem este texto foram escolhidas dentre as mais empregadas atualmente. No desenvolvimento dos algoritmos, o aspecto de
eficiéncia é ressaltado.

Este livro destina-se basicamente a cursos de graduacdo, podendo alguns tépicos ou capitulos ser utilizados em nivel de pos-
graduacdo. Nesse sentido, parte de seus manuscritos ja foram utilizados nas disciplinas Estruturas de Dados, do Departamento de
Computacéo do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, e Algoritmos e Estruturas de Dados, do
Programa de Engenharia de Sistemas e Computacdo, da COPPE/UFRJ. Este texto pode também ser utilizado por profissionais da
area de desenvolvimento de software, para os quais € de grande importancia o dominio de estruturas de dados.

Este trabalho é resultado de mais de vinte anos de experiéncia dos autores em ensino de computacio. E a evolugéo de notas de
aula e do material apresentado na Escola Brasileira de Otimizacao, realizada na UFRJ em janeiro de 1989. Expressamos 0S n0ssos
agradecimentos a Paulo Roberto de Oliveira, coordenador do evento, que sugeriu o trabalho. Em novembro de 1989, a versdo
inicial foi publicada também pela Universidade Federal de Minas Gerais, para a Escola de Algoritmos e Otimizacdo, organizada
pelo Departamento de Ciéncias da Computacdo. Entretanto, ao longo desses cinco anos, foi consideravelmente modificada e
ampliada.

O texto encontra-se organizado da seguinte forma. O capitulo 1 apresenta os conceitos basicos necessarios. O capitulo 2
descreve a estrutura de dados mais simples, e talvez a mais importante sob o aspecto de aplicacdo: as listas. Um estudo inicial e
geral de arvores € realizado no capitulo 3. O capitulo 4 particulariza esta estrutura para seu emprego eficiente em computacéo,
apresentando as arvores binarias de busca. As arvores balanceadas, uma forma mais elaborada de estrutura de dados, constituem o
objeto do capitulo 5. O capitulo 6 estuda as listas de prioridades, uma estrutura com aplicacdes, por exemplo, em problemas de
otimizacdo. O capitulo 7 descreve algumas estruturas autoajustaveis, isto é, cuja forma se modifica dinamicamente, visando tornar
mais eficiente a sua manipulacdo. O capitulo 8 estuda as tabelas de dispersdao, um método eficiente para resolver o problema de
busca. O capitulo 9 descreve as arvores digitais, estruturas empregadas no processamento de textos. Finalmente, o capitulo 10 €
dedicado a problemas envolvendo cadeias, caso em que os dados sao dispostos sem qualquer tipo de estrutura.

Todos os capitulos contém exercicios e notas bibliograficas. Os exercicios se encontram em ordem de apresentacdo do
material. Os simbolos ° e ¢, ao lado dos exercicios, indicam dificuldades média e maior, respectivamente. Alguns dos exercicios
marcados com ¢ sdo problemas de pesquisa.

Para a realizacdo deste trabalho, agradecemos o suporte recebido da Universidade Federal do Rio de Janeiro, nossa instituicao
de origem, bem como do Laboratoire de Recherche en Informatique, Université Paris-Sud, Orsay, Franca, e do Centre de
Recherche sur les Transports, Université de Montréal, Montreal, Canada, onde, respectivamente, permanecemos como
pesquisadores visitantes, durante parte do tempo em que este livro foi escrito.

Na fase em que foi utilizado como texto nas disciplinas da UFRJ, diversos alunos contribuiram com sugestdes e se dedicaram
ao trabalho de busca e corregéo de erros. Somos gratos aos alunos por esta contribuicdo. Manifestamos 0s nossos agradecimentos
a José Fabio Marinho de Araujo e Ysmar Vianna e Silva Filho, pelo apoio recebido. Finalmente, a LTC — Livros Técnicos e
Cientificos Editora, pela qualidade de seu trabalho.

Jayme Luiz Szwarcfiter
Lilian Markenzon
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Capitulo 1

Preliminares

Introducao
Um algoritmo é um processo sistematico para a resolucdo de um problema. O desenvolvimento de algoritmos é particularmente
importante para problemas a serem solucionados em um computador, pela propria natureza do instrumento utilizado. Neste livro
sdo abordados apenas esses problemas. Existem dois aspectos basicos no estudo de algoritmos: a correcdo e a andlise. O primeiro
consiste em verificar a exatiddo do método empregado, o que é realizado através de uma prova matematica. A analise visa a
obtencdo de pardmetros que possam avaliar a eficiéncia do algoritmo em termos de tempo de execugdo e memoria ocupada. A
andlise é realizada através de um estudo do comportamento do algoritmo. Ambos o0s aspectos serdo considerados neste livro.

Um algoritmo computa uma saida, o resultado do problema, a partir de uma entrada, as informac@es inicialmente conhecidas
e que permitem encontrar a solugdo do problema. Durante o processo de computacdo o algoritmo manipula dados, gerados a partir
de sua entrada. Quando os dados sé&o dispostos e manipulados de uma forma homogénea, constituem um tipo abstrato de dados.
Este é composto por um modelo matematico acompanhado por um conjunto de operacdes definido sobre esse modelo. Um
algoritmo é projetado em termos de tipos abstratos de dados. Para implementalos numa linguagem de programacao € necessario
encontrar uma forma de representalos nessa linguagem, utilizando tipos e operacdes suportadas pelo computador. Na
representacdo do modelo matematico emprega-se uma estrutura de dados, o assunto deste livro.

As estruturas diferem umas das outras pela disposi¢do ou manipulacdo de seus dados. A disposi¢do dos dados em uma
estrutura obedece a condigdes preestabelecidas e caracteriza a estrutura.

O estudo de estruturas de dados nao pode ser desvinculado de seus aspectos algoritmicos. A escolha correta da estrutura
adequada a cada caso depende diretamente do conhecimento de algoritmos para manipular a estrutura de maneira eficiente. O
conhecimento de principios de complexidade computacional €, portanto, requisito basico para se avaliar corretamente a adequacéao
de uma estrutura de dados. Essa preocupacao algoritmica constitui fator dominante na escolha da forma de apresentacéo das
estruturas descritas neste texto.

Este capitulo contém, principalmente, a notacdo e os conceitos basicos utilizados ao longo do texto. A Secédo 1.2 descreve a
linguagem em que os algoritmos serdo apresentados. Alguns desses algoritmos sdo recursivos. Uma nocdo geral de recursividade
é, entdo, apresentada na Secdo 1.3. A secdo seguinte, 1.4, introduz o conceito de complexidade, utilizado para avaliar a eficiéncia
de algoritmos. As complexidades sdo obtidas, geralmente, através de uma notagdo matematica especial, denominada notacéo O.
Este é 0 objeto da Secdo 1.5. Finalmente, o conceito de algoritmo 6timo € descrito na Secéo 1.6.

Apresentacao dos Algoritmos
Ao longo deste texto, os algoritmos serdo descritos atraves de uma linguagem de leitura simples. Ela possui estrutura semelhante
ao Pascal, por exemplo. Contudo, para facilitar a sua interpretacéo sera adotado o estilo do livre formato, quando conveniente.
As convengdes seguintes serdo utilizadas com respeito a linguagem.

— A linguagem possui uma estrutura de blocos semelhante ao Pascal. O inicio e o final de cada bloco sdo determinados por
endentacdo, isto &, pela posi¢do da margem esquerda. Se uma certa linha do algoritmo inicia um bloco, ele se estende até
a Ultima linha seguinte, cuja margem esquerda se localiza mais a direita do que a primeira do bloco. Por exemplo, o bloco
iniciado por para no Algoritmo 1.1 inclui as trés linhas seguintes.

— A declaragdo de atribuicdo ¢ indicada pelo simbolo :=.

— As declaragdes seguintes sdo empregadas com significado semelhante ao usual.



se.. entéao
se.. entdo.. sendo
enquanto.. faga
para.. facga
pare
- Variaveis simples, vetores, matrizes e registros sdo considerados como tradicionalmente em linguagens de programacéo.
Os elementos de vetores e matrizes séo identificados por indices entre colchetes. Por exemplo, A[5] e Bl[i, 3] indicam,
respectivamente, o quinto elemento do vetor A e o elemento identificado pelos indices (i, 3) da matriz B. No caso de
registros, a notagdo T . chave indica o campo chave do registro T.
- A referéncia a registros pode ser também realizada por meio de ponteiros, que armazenam enderegos, com 0 uso do
simbolo 1. Cada ponteiro ¢ associado a um Unico tipo de registro. Por essa razdo, 0 nome do registro pode ser omitido.
Por exemplo, pt 1. info representa o campo info de um registro alocado no enderego contido em pt.
— S&o usados procedimentos e funcdes. A passagem de parametros € feita por referéncia, isto €, o endereco do parametro €
transmitido para a rotina. Essa forma de transmissdo possibilita a alteracdo do conteudo da variavel utilizada.
- A sentenca imediatamente posterior ao simbolo % deve ser interpretada como comentario.

Como exemplo, seja uma sequéncia de elementos armazenada no vetor S[i], 1 <i<n. Deseja-se inverter os elementos da
sequéncia no vetor, isto &, considera-la de tras para a frente. Um algoritmo para resolver esse problema é simples. Basta trocar de
posi¢cdo o primeiro com o Ultimo elemento, em seguida o segundo com o antependltimo, e assim por diante. A formulagédo
seguinte descreve 0 processo.

Algoritmo 1.1 Inversao de uma sequéncia

parai:=1,“”llﬂ2J faca
temp := S[i]
S[i]:=S[n—i+1]
S[n—i+1]:=temp
A notagdo l X J , que aparece no algoritmo, significa piso de x e representa 0 maior inteiro menor ou igual a x. Analogamente,
[ X ] é o teto de x e corresponde ao menor inteiro maior ou igual a x. Assim, l 9/ 2J =4e [ 9/ 2] =5,

Recursividade
Um tipo especial de procedimento sera utilizado, algumas vezes, ao longo do texto. E aquele que contém, em sua descrigio, uma
ou mais chamadas a si mesmo. Um procedimento dessa natureza € denominado recursivo, e a chamada a si mesmo € dita chamada
recursiva. Naturalmente, todo procedimento, recursivo ou ndo, deve possuir pelo menos uma chamada proveniente de um local
exterior a ele. Essa chamada é denominada externa. Um procedimento ndo recursivo é, pois, aquele em que todas as chamadas sao
externas.

De modo geral, a todo procedimento recursivo corresponde um outro ndo recursivo que executa, exatamente, a mesma
computacgdo. Contudo, a recursividade pode apresentar vantagens concretas. Frequentemente, 0s procedimentos recursivos sao
mais concisos do que um ndo recursivo correspondente. Além disso, muitas vezes € aparente a relagdo direta entre um
procedimento recursivo e uma prova por inducdo matematica. Nesses casos, a verificagdo da correcdo pode se tornar mais simples.
Entretanto, muitas vezes ha desvantagens no emprego pratico da recursividade. Um algoritmo ndo recursivo equivalente pode ser
mais eficiente.

O exemplo cléssico mais simples de recursividade € o célculo do fatorial de um inteiro n> 0. Um algoritmo recursivo para
efetuar esse célculo encontra-se descrito em seguida. A ideia do algoritmo é muito simples. Basta observar que o fatorial de n é n
vezes o fatorial de n — 1, para n > 0. Por convencao, sabe-se que 0! = 1. No algoritmo a seguir, as chamadas recursivas séo
representadas pela funcéo fat. A chamada externa é fat(n).



Algoritmo 1.2 Fatorial (recursivo)

funcgao fat(i)
fat(i) := sei<1 entdo 1 sendoi xfat(i—1)
Para efeito de comparacgdo, o Algoritmo 1.3 descreve o calculo do fatorial de n de forma ndo recursiva. A variavel fat
representa, agora, um vetor e ndo mais uma funcéo. O elemento fat[n] contém, no final, o valor do fatorial desejado.

Algoritmo 1.3| Fatorial (ndo recursivo)

fat[0] :=1
paraj:=1, ..,n faga
fat[ j] :=j x fat[ j — 1]

Um exemplo conhecido, onde a solucéo recursiva é natural e intuitiva, € o do Problema da Torre de Hanoi. Este consiste em
trés pinos, A, B e C, denominados origem, destino e trabalho, respectivamente, e n discos de diametros diferentes. Inicialmente,
todos os discos se encontram empilhados no pino-origem, em ordem decrescente de tamanho, de baixo para cima. O objetivo é
empilhar todos os discos no pino-destino, atendendo as seguintes restri¢oes: (i) apenas um disco pode ser movido de cada vez, e
(ii) qualquer disco nao pode ser jamais colocado sobre outro de tamanho menor.

A solucdo do problema é descrita a seguir. Naturalmente, para n > 1, o pino-trabalho dever ser utilizado como area de
armazenamento temporario. O raciocinio utilizado para resolver o problema é semelhante ao de uma prova matematica por
inducdo. Suponha que se saiba como resolver o problema até n — 1 discos, n > 1, de forma recursiva. A extensao para n discos
pode ser obtida pela realizacdo dos seguintes passos:

- resolver o problema da Torre de Handi para os n — 1 discos do topo do pino-origem A, supondo que o pino-destino seja C
e o trabalho seja B;

— mover o0 n-ésimo pino (maior de todos) de A para B;

— resolver o problema da Torre de Handi para os n — 1 discos localizados no pino C, suposto origem, considerando 0s
pinos A e B como trabalho e destino, respectivamente.

Ao final desses passos, todos os discos se encontram empilhados no pino B e as duas restri¢des (i) e (ii) foram satisfeitas. O
Algoritmo 1.4 implementa o processo. O procedimento recursivo hanoi € utilizado com quatro parametros n, A, B e C,
representando, respectivamente, o nimero de discos, 0 pino-origem, o destino e o trabalho.
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Problema da Torre de Hanbi.



Algoritmo 1.4 Torre de Hanéi

procedimento hanoi(n, A, B, C)
sen>0entéo
hanoi(n -1, A, C, B)
mover o disco do topo de A para
B hanoi(n -1, C, B, A)
A Figura 1.1 ilustra os passos efetuados pelo algoritmo. A chamada externa é hanoi(n, A, B, C).

Complexidade de Algoritmos

Conforme ja mencionado, uma caracteristica muito importante de qualquer algoritmo é o seu tempo de execucdo. Naturalmente, é
possivel determina-lo através de métodos empiricos, isto é, obter o tempo de execucdo através da execucao propriamente dita do
algoritmo, considerando-se entradas diversas. Em contrapartida, é possivel obter uma ordem de grandeza do tempo de execugao
através de métodos analiticos. O objetivo desses métodos é determinar uma expressdo matematica que traduza o comportamento
de tempo de um algoritmo. Ao contrario do método empirico, o analitico visa aferir o tempo de execucdo de forma independente
do computador utilizado, da linguagem e dos compiladores empregados e das condicdes locais de processamento.

A tarefa de obter uma expressao matematica para avaliar o tempo de um algoritmo em geral ndo é simples, mesmo
considerando-se uma expressdo aproximada. As seguintes simplificagdes serdo introduzidas para o modelo proposto.

— Suponha que a quantidade de dados a serem manipulados pelo algoritmo seja suficientemente grande. Isto &, algoritmos
cujas entradas consistam em uma quantidade reduzida de dados ndo serdo considerados. Somente 0 comportamento
assintético sera avaliado, ou seja, a expressdo matematica fornecera valores de tempo que serdo validos unicamente
quando a quantidade de dados correspondente crescer o suficiente.

— N&o serdo consideradas constantes aditivas ou multiplicativas na expressdo matematica obtida. Isto &, a expressao
matematica obtida sera valida, a menos de tais constantes.

E necessario, ainda, definir a variavel em relacéo a qual a expressdo matematica avaliara o tempo de execucio. O proprio
conceito de algoritmo oferece a sugestdo. Um algoritmo opera a partir de uma entrada para produzir uma saida, dentro de um
tempo que se deseja avaliar. A ideia é exprimir o tempo de execucdo em funcdo da entrada.

O processo de execucdo de um algoritmo pode ser dividido em etapas elementares, denominadas passos. Cada passo consiste
na execucgdo de um numero fixo de operacdes béasicas cujos tempos de execucao sdo considerados constantes. A operacao basica
de maior frequéncia de execugdo no algoritmo é denominada operacdo dominante. Como a expressdo do tempo de execugao do
algoritmo sera obtida a menos de constantes aditivas e multiplicativas, o nimero de passos de um algoritmo pode ser interpretado
como sendo 0 nimero de execugdes da operacdo dominante. Por exemplo, em diversos algoritmos para ordenar os elementos de
uma sequéncia dada, cada passo corresponde a uma comparacao entre dois elementos da sequéncia. Na realidade, o nimero de
passos de um algoritmo constitui a informacdo de que se necessita para avaliar o seu comportamento de tempo. Assim, um
algoritmo de um Unico passo possui tempo de execucao constante.

Pelo exposto, é natural definir a expressao matematica de avaliagdo do tempo de execucdo de um algoritmo como sendo uma
funcéo que fornece o nimero de passos efetuados pelo algoritmo a partir de uma certa entrada.

Como exemplo, no Algoritmo 1.1 de inversdo de sequéncia, cada entrada € uma sequéncia que se deseja inverter. O algoritmo
efetua exatamente as mesmas operacdes para sequéncia de mesmo tamanho n. Cada passo corresponde a troca de posicdo entre
dois elementos da sequéncia. Ou seja, a execucdo das trés instrugdes de atribuicdo dentro do bloco para do algoritmo. O nimero
de passos &, pois, igual ao nimero de execucdes do bloco para. Isto é, igual al n/ 2J ,n>1.

Como exemplos adicionais, considere os problemas de determinar as matrizes soma C e produto D de duas matrizes dadas, A
= (a;) e B = (b;), ambas n x n. Nesse caso, C e D também possuem dimens&o n x n e seus elementos c; e d;; podem ser calculados,
respectivamente, por



o=y + {');_s'

d, = z a, " b,.
O Algoritmo 1.5 descreve a computagdo da matriz L=y soma de duas matrizes, enquanto o Algoritmo 1.6 fornece

0 produto.

Algoritmo 1.5/ Soma de matrizes

parai:=1, ..,n faga
paraj:=1, ..,n faga
Cij = a,l + blj

Algoritmo 1.6 Produto de matrizes

parai:=1, ..,n fagca
paraj:=1, ..,n faga
;=0
parak:=1, .., nfaca
Cij = Cij + @y - by

Como no caso do Algoritmo 1.1, ambos os algoritmos de soma e produto efetuam as mesmas operacdes, respectivamente,
sempre que A, B forem matrizes de mesma dimensao n x n. A variavel independente € o parametro n. Cada passo do Algoritmo
1.5 corresponde a execugédo de uma soma a;; + by, enquanto, no Algoritmo 1.6, corresponde ao produto ay - by;. O ndmero total de
passos €, pois, igual ao nimero total de somas a; + by; € produtos a;, - by;, respectivamente, para cada caso. Ou seja, 0 Algoritmo
1.5 efetua n? passos, enquanto o Algoritmo 1.6 efetua n.

A nocdo de complexidade de tempo é descrita a seguir.

Seja A um algoritmo, {E,, ..., E,}, 0 conjunto de todas as entradas possiveis de A. Denote por t;, 0 nimero de passos efetuados
por A, quando a entrada for E;. Definem-se

complexidade do pior caso = max g ¢ e {ti},

complexidade do melhor caso = min ¢ ¢  {ti},

complexidade do caso médio =% , _;_, pi ti,
onde p; é a probabilidade de ocorréncia da entrada E;.

De forma analoga, podem ser definidas complexidades de espaco de um algoritmo.

As complexidades tém por objetivo avaliar a eficiéncia de tempo ou espago. A complexidade de tempo de pior caso
corresponde ao nimero de passos que o algoritmo efetua no seu pior caso de execugdo, isto €, para a entrada mais desfavoravel.
De certa forma, a complexidade de pior caso € a mais importante das trés mencionadas. Ela fornece um limite superior para o
namero de passos que o algoritmo pode efetuar, em qualquer caso. Por isso mesmo é a mais utilizada. O termo complexidade ser3,
entdo, empregado com o significado de complexidade de pior caso.

A complexidade de melhor caso é de uso bem menos frequente. E empregada em situacdes especificas. A complexidade de
caso médio, apesar de importante, € menos utilizada do que a de pior caso por dois motivos. Em primeiro lugar, ela exige o prévio
conhecimento da distribuicdo de probabilidades das diferentes entradas do algoritmo. Em diversos casos, essa distribuicdo é
desconhecida. Além disso, o calculo de seu valor Y p; t; frequentemente é de tratamento matematico complexo.

A Notacao O

Observe que as definigdes de complexidade da sec¢éo anterior implicam o atendimento das duas simplificagdes mencionadas no
inicio do paragrafo. Em consequéncia, quando se considera o nimero de passos efetuados por um algoritmo podem-se desprezar
constantes aditivas ou multiplicativas. Por exemplo, um valor de nimero de passos igual a 3n serd aproximado para n. Além disso,
como o interesse é restrito a valores assintoticos, termos de menor grau também podem ser desprezados. Assim, um valor de
namero de passos igual a n? + n sera aproximado para n?. O valor 6n® + 4n — 9 sera transformado em n®,



Torna-se util, portanto, descrever operadores matematicos que sejam capazes de representar situacdes como essas. As notagdes
0O, Q e O serdo utilizadas com essa finalidade.

Sejam f, h funces reais positivas de variavel inteira n. Diz-se que f € O(h), escrevendo-se f = O(h), quando existir uma
constante ¢ > 0 e um valor inteiro n,, tal que

n>n,=f(n)<c - h(n).

Ou seja, a fungdo h atua como um limite superior para valores assintéticos da funcdo f. Em seguida s@o apresentados alguns

exemplos da notacéo O.
f=n?2-1=f=0(n?.
f=n2-1=f=0(n%.
f=403 =f=0().
f=5+2logn+3log?n=f=0(log?n).
f=5+2logn+3log*n=f=0(n).
f=3n+5logn+2=f=0(n).
f=5-2"+5n =>f=0(2".

As seguintes propriedades sdo Uteis para manipular expressdes em notacdo O. Elas decorrem diretamente da definicao.

Sejam g, h fungdes reais positivas e k uma constante. Entdo

(i) O(g + h) = O(g) + O(h);

(i) O(k - g) =k - O(g) = O(9).

Essas duas propriedades foram empregadas, implicitamente, nos exemplos anteriores.

A notacédo O sera utilizada, ao longo deste texto, para exprimir complexidades. Por exemplo, seja determinar as complexidades
de pior, melhor e caso médio dos Agoritmos 1.1 a 1.6. Todos eles apresentam a propriedade de o nimero de passos manter-se o
mesmo quando aplicados a entradas diferentes de mesmo tamanho. Ou seja, para um mesmo valor de n o nimero de passos
mantém-se constante. Como a varidvel independente é o valor n, conclui-se que as complexidades de pior, melhor e caso médio
sdo todas iguais entre si para cada algoritmo. O Algoritmo 1.1 efetua sempre l n/ 2J passos. Logo, a sua complexidade é O(n).
No Algoritmo 1.3, 0 nimero de passos € igual ao nimero de produtos j - fat(j — 1), isto €, n. Sua complexidade, portanto, € O(n).
Da mesma forma, verifica-se de imediato que as complexidades dos Algoritmos 1.5 e 1.6 sdo iguais a O(n?) e O(n®),
respectivamente.

Para encontrar a complexidade de procedimentos recursivos, pode-se aplicar a seguinte técnica. Determina-se 0 nimero total
de chamadas ao procedimento recursivo. Em seguida, calcula-se a complexidade da execucao correspondente a uma Unica
chamada, sem que se considerem as chamadas recursivas encontradas. A complexidade total sera o produto do nimero de
chamadas pela complexidade da computacdo de uma chamada isolada. Por exemplo, para calcular o fatorial de n > 0, de forma
recursiva, o Algoritmo 1.2 efetua um total de n chamadas ao procedimento fat. A complexidade da computacgéo correspondente a
uma chamada é constante, isto é, O(1). De fato, para n > 1, apenas um produto e efetuado e, quando n < 1, apenas uma atribuicéo ¢é
executada. Logo, a complexidade final do algoritmo é O(n). A complexidade do algoritmo recursivo 1.4, para resolver o problema
da Torre de Handi, é O(2"), segundo o Exercicio 1.4.

Conforme mencionado, os algoritmos até agora examinados efetuam exatamente 0s mesmos passos para entradas diferentes de
mesmo tamanho. Sem duvida, este ndo é o caso geral. Como exemplo, suponha um problema cuja entrada consista em duas
matrizes A e B, de dimensfes n x n, e um parametro binario x, com valores possiveis 0 e 1. Dependendo do valor de x, deve-se
calcular a soma ou o produto das matrizes. Isto €, se x = 0, calcular a matriz A + B, ou, se x = 1, calcular A - B. Um algoritmo para
efetuar essa tarefa é simples. Sua entrada consiste em n? + 1 informagcdes, isto é, possui tamanho O(n?). Em seguida, verifica-se o
valor x obtido da entrada. Se x = 0, entdo executa-se o Algoritmo 1.5 da soma de matrizes. Se x = 1, o Algoritmo 1.6 de produto de
matrizes. Nesse caso, para cada valor de n, o algoritmo €é sensivel a duas entradas distintas, correspondendo aos valores 0 e 1 de x,
respectivamente. A complexidade de melhor caso corresponde a x = 0 e € dada pela complexidade do Algoritmo 1.5, ou seja,
O(n?). O pior caso ocorre quando x = 1. Sua complexidade é obtida do Algoritmo 1.6, isto é, O(n®). Para determinar a
complexidade do caso médio, seja g a probabilidade de que o valor de x, da entrada, seja igual a 0. Entdo, a expressdo da



complexidade do caso médio é q n? + (1 — q)n®. Um outro exemplo de complexidade de caso médio sera descrito no préximo
capitulo.

A notagdo O, descrita a seguir, € util para exprimir limites superiores justos. Sejam f, g funcdes reais positivas da variavel
inteira n. Diz-se que f ¢ ©(g), escrevendo-se f = ®(g), quando ambas as condicdes f = O(g) e g = O( f) forem verificadas. A
notagdo ® exprime 0 fato de que duas funcGes possuem a mesma ordem de grandeza assintética. Por exemplo, se f=n?—-1, g = n?
e h=n3 entdo f é O(g), f é O(h), g é O(f), mas h nao é O(f). Consequentemente, f ¢ ®(g), mas f ndo ¢ A(h). Da mesma forma, se f
=5+2logn+log*neg=n,entdo fé O(g), porém f ndo é O(g). No caso, f ¢ O(log? n).

Assim como a notagdo O ¢ util para descrever limites superiores assintoticos, a notagdo €, definida a seguir, ¢ empregada para
limites inferiores assintéticos.

Sejam f, h funces reais positivas da variavel inteira n. Diz-se que f ¢ Q(h), escrevendo-se f = Q(h) quando existir uma
constante ¢ > 0 e um valor inteiro n,, tal que

n>n, = f(n) > c.h(n).

Por exemplo, se f = n? -1, entdo sdo validas as igualdades f = Q(n?), f = Q(n) e f = Q(1), mas ndo vale f = Q(n%).

Algoritmos Otimos
A nogdo de complexidade esta relacionada a um dado algoritmo. Ela visa determinar o nimero de passos efetuados por um
algoritmo especifico, sem levar em consideracdo a possivel existéncia de outros algoritmos para 0 mesmo problema. Essa questdo
mais abrangente serd abordada na presente secao.

Seja P um problema. Um limite inferior para P ¢ uma fung¢do (, tal que a complexidade de pior caso de qualquer algoritmo
que resolva P é Q((). Isto ¢, todo algoritmo que resolve P efetua, pelo menos, (£) passos. Se existir um algoritmo A, cuja
complexidade seja O(?), entdo A € denominado algoritmo 6timo para P. Nesse caso, o limite Q(£) é o melhor (maior) possivel.

Intuitivamente, um algoritmo 6timo € aquele que apresenta a menor complexidade dentre todos os possiveis algoritmos para
resolver o mesmo problema. Assim como a notagdo O ¢ conveniente para exprimir complexidades, a notagdo Q ¢ utilizada para
limites inferiores.

Existem limites inferiores naturais, como, por exemplo, o tamanho da entrada. Todo possivel algoritmo para o problema
considerado devera, necessariamente, efetuar a leitura da entrada. Assim, por exemplo, a entrada do Algoritmo 1.1, de inversdo de
sequéncia, consiste em uma sequéncia de n elementos. Qualquer possivel algoritmo para inverter a sequéncia devera efetuar a sua
leitura. Isto é, um limite inferior para o problema de inversdo de sequéncia ¢ Q(n). A complexidade do Algoritmo 1.1 é O(n).
Conclui-se, entdo, que ele é um algoritmo 6timo. Da mesma forma, qualquer algoritmo para somar duas matrizes n x n devera, em
primeiro lugar, efetuar a sua leitura. Isto €, um limite inferior para o problema de soma de matrizes é €(n?). A complexidade do
Algoritmo 1.5, para somar as matrizes, é O(n?). Logo, ele é 6timo. Analogamente, um limite inferior para o problema do produto
de matrizes € O(n?). A complexidade do Algoritmo 1.6, que calcula o produto de matrizes, € O(n®). Em principio, nada poderia ser
dito acerca desse algoritmo, quanto a reconhecé-lo como 6timo ou ndo. Contudo, sdo conhecidos algoritmos que efetuam o
produto de matrizes dentro de uma complexidade inferior a O(n®). Isso significa que o Algoritmo 1.6 nédo é 6timo.

De modo geral, o interesse é determinar a fungdo que represente o maior limite inferior possivel para um problema.
Analogamente, para um certo algoritmo o interesse é encontrar a fungéo representativa da menor complexidade de pior caso do
algoritmo. A determinacdo de complexidades justas é realizada, sem dificuldades, para uma grande quantidade de algoritmos
conhecidos. O mesmo ndo se da, contudo, para os limites inferiores. Sem duvida, a determinacao de limites inferiores triviais,
como os provenientes do tamanho da entrada, pode ser de pouco interesse se os valores obtidos forem de grandeza sensivelmente
inferior as complexidades dos algoritmos conhecidos. O célculo de limites inferiores, de modo geral, ndo € um problema simples.
Esse célculo se baseia no desenvolvimento de propriedades matematicas do problema, independentemente dos algoritmos
empregados. Na realidade, sdo relativamente poucos os problemas para os quais existem limites inferiores ndo triviais conhecidos,
como, por exemplo, o problema de ordenar uma sequéncia de n elementos. O limite trivial, extraido da leitura, ¢ Q(n). Contudo,



ha uma prova matematica de que Q(n log n) é um limite inferior. Por outro lado, existem algoritmos conhecidos de ordenacédo
cujas complexidades s@o O(n log n). Isso permite concluir que tais algoritmos sdo 6timos e que o limite €(n log n) é o melhor
possivel. Para uma quantidade imensa de problemas de interesse, a distancia entre o melhor (maior) limite inferior conhecido e o
algoritmo de melhor (menor) complexidade € grande. Por exemplo, existem muitos problemas cujo maior limite inferior
conhecido é um polinémio na variavel representativa do tamanho da entrada, enquanto a menor complexidade de um algoritmo
conhecido é exponencial nesta variavel. Em todos esses casos, permanece a ddvida quanto a se é possivel provar um novo limite
inferior mais alto ou desenvolver um novo algoritmo de complexidade mais baixa, ou ambos.

(i)
(i)

né —

Exercicios

1.1 Responder se é certo ou errado:

Todo procedimento recursivo deve incorporar terminagdes sem chamadas recursivas, caso contrario ele seria executado
um numero infinito de vezes.

1.2 Responder se é certa ou errada cada afirmativa abaixo:

O Algoritmo 1.2, que calcula o fatorial de forma recursiva, requer apenas uma quantidade constante de memodria.
O Algoritmo 1.3, fatorial ndo recursivo, requer o armazenamento do vetor fat, com n + 1 elementos.

1.3 Desenvolver um algoritmo nao recursivo para o célculo do fatorial de inteiro n > 0, de tal forma que prescinda do
armazenamento de qualquer vetor.

1.4 Mostrar que o Algoritmo 1.4, para o problema da Torre de Hanoi, requer exatamente 2" — 1 movimentos de disco
para terminar.

°1.5 Provar que é minimo o numero de movimentos de discos no problema da Torre de Handi, dado no exercicio anterior.

1.6 Escrever uma prova de correcdo para o Algoritmo 1.4.

1.7 Reescrever o Algoritmo 1.4, de forma que a recursividade pare no nivel correspondente an = 1, e ndo an = 0, como
no algoritmo do texto. Ha alguma vantagem em realizar essa modificacao? Qual?

°1.8 Elaborar um algoritmo n&o recursivo para o problema da Torre de Hanoi.

1.9 Considere a seguinte generalizacdo do problema da Torre de Handi. O problema, agora, consiste em n discos de
tamanhos distintos e quatro pinos, respectivamente, o de origem, o de destino e dois pinos de trabalho. De resto, o
problema é como no caso de trés pinos. Isto é, de inicio, os discos se encontram todos no pino-origem, em ordem
decrescente de tamanho, de baixo para cima. O objetivo é empilhar todos os discos no pino-destino, satisfazendo as
condicgdes (i) e (ii) do caso dos trés pinos, descrito na Secdo 1.3.

Elaborar um algoritmo para resolver essa generalizacdo. Determinar o nimero de movimentos de disco efetuados.
+1.10 Elaborar um algoritmo para resolver o problema da Torre de Handi, com quatro pinos, cujo nimero de movimentos
de disco seja minimo.
°1.11 Elaborar um algoritmo para resolver o problema da Torre de Han6i com m > 3 pinos, isto ¢, em que m — 2 pinos s&o
de trabalho. Determinar o numero de movimentos de disco efetuados.
°1.12 Provar ou dar contraexemplo:

A solucdo do problema da Torre de Handi é Unica. Isto €, s6 ha uma Unica sequéncia de movimentos de discos que conduz
a solucdo, a menos de repeti¢cdes de movimentos.

1.13 Repetir 0 Exercicio 1.12 para o caso de quatro pinos.

1.14 Escrever as seguintes funcdes em notacéo O:

1;n2+2logn;3n"+5-2" (n—1)"+n"?%; 302.

1.15 Responder se € certo ou errado:

Se f, g sdo funcdes tais que f = O(Q) e g = Q( f), entdo f = O(Q).

1.16 Responder se é certo ou errado:

A definigdo da notacdo ©, dada na Segdo 1.5, é equivalente a seguinte: sejam f, h funcdes reais positivas da variavel
inteira n. Diz-se que f = ®(h) quando existirem constantes ¢, d > 0 e um valor inteiro n,, tal que

n>ny,=c-h(n)<f(n)<d- h(n).



1.17 Responder se € certo ou errado:

Se a complexidade de melhor caso de um algoritmo for f, entdo o nimero de passos que o algoritmo efetua, qualquer que
seja a entrada, ¢ Q( f).

1.18 Responder se € certo ou errado:

Se a complexidade de pior caso de um algoritmo for f, entdo o nimero de passos que o algoritmo efetua, qualquer que seja
a entrada, ¢ O( f).

1.19 Responder se € certo ou errado:

A complexidade de melhor caso de um algoritmo para um certo problema é necessariamente maior do que qualquer limite
inferior para o problema.

1.20 A sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia de elementos f,, ...., f,, definida do seguinte modo:

f=f, +f,,j>2

Elaborar um algoritmo, ndo recursivo, para determinar o elemento f, da sequéncia, cuja complexidade seja linear em n.
°1.21 Determinar a expressao do elemento f, da sequéncia de Fibonacci em termos de n.
°1.22 Determinar o nimero de chamadas recursivas e a complexidade do seguinte algoritmo, para determinar o elemento f,,
da sequéncia de Fibonacci.
fungéo f (n)
f:=sen=1entédo0
sendo senN=2entdol
sendof(n—-1)+f(n-2)
1.23  Considere a seguinte sequéncia de elementos g, ..., g, para um dado valor de k.

g]:J_LlSJSky
0i=0i1t+ 02>k

Elaborar um algoritmo para determinar o elemento g, da sequéncia, cuja complexidade seja O(n).
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Capitulo 2

Listas Lineares

Introducao
Dentre as estruturas de dados ndo primitivas, as listas lineares sdo as de manipulacdo mais simples. Neste capitulo, sdo discutidos
seus algoritmos e estruturas de armazenamento.

Uma lista linear agrupa informacdes referentes a um conjunto de elementos que, de alguma forma, se relacionam entre si. Ela
pode se constituir, por exemplo, de informacgdes sobre os funcionérios de uma empresa, sobre notas de compras, itens de estoque,
notas de alunos etc. Na realidade, sdo inimeros os tipos de dados que podem ser descritos por listas lineares.

Uma lista linear, ou tabela, € entdo um conjunto de n >0 nos L[1], L[2], ..., L[n] tais que suas propriedades estruturais
decorrem, unicamente, da posicao relativa dos nos dentro da sequéncia linear. Tem-se:

- se n >0, L[1] é o primeiro no,
- para 1l <k <n, ono L[K] é precedido por L[k — 1].

As operacdes mais frequentes em listas sdo a busca, a inclusao e a remog¢ao de um determinado elemento, o que, alias, ocorre
na maioria das estruturas de dados. Tais opera¢Ges podem ser consideradas como basicas e, por essa razdo, é necessario que 0s
algoritmos que as implementem sejam eficientes. Outras operagdes, também importantes, podem ser mencionadas: a alteracéo de
um elemento da lista, a combinacdo de duas ou mais listas lineares em uma Unica, a ordenacéo dos nds segundo um determinado
campo, a determinacdo do primeiro (ou do Gltimo) n6 da lista, a determinacdo da cardinalidade da lista e muitas outras,
dependendo do problema em estudo.

Casos particulares de listas sdo de especial interesse. Se as insercdes e remocdes sdo permitidas apenas nas extremidades da
lista, ela recebe o nome de deque (uma abreviatura do inglés double ended queue). Se as inser¢des e as remogodes sdo realizadas
somente em um extremo, a lista € chamada pilha, sendo denominada fila no caso em que insercGes sdo realizadas em um extremo
e remoc0Oes em outro. Operaces referentes a esses casos particulares serdo analisadas individualmente.

O tipo de armazenamento de uma lista linear pode ser classificado de acordo com a posicao relativa (sempre contigua ou nao)
na memoria de dois nos consecutivos na lista. O primeiro caso corresponde a alocacéo sequencial de memoria, enquanto o
segundo é conhecido como alocacéo encadeada. A escolha de um ou outro tipo depende essencialmente das operacdes que serdo
executadas sobre a lista, do nimero de listas envolvidas na operagdo, bem como das caracteristicas particulares dessas listas. Nas
secdes que se seguem, tais alocacdes e suas caracteristicas serdo discutidas.

O capitulo esta organizado da seguinte maneira. O estudo € iniciado pela alocacdo sequencial, apresentada na Secdo 2.2. Em
seguida, sdo examinadas as listas lineares estruturadas sob forma sequencial. S&o descritos os algoritmos basicos de busca e
efetuado o célculo da complexidade média. Nessa mesma secéo é também apresentada a busca binaria. As pilhas e filas sdo
estudadas na Secdo 2.4. A Secdo 2.5 apresenta, como aplicacao, a notacdo polonesa para expressoes aritméticas. A alocacao
encadeada é objeto da Secdo 2.6. O estudo das listas lineares em alocacéo encadeada é efetuado na Secdo 2.7. Sao examinadas as
listas simplesmente encadeadas: pilhas e filas em alocagdo encadeada, as listas circulares, bem como as listas duplamente
encadeadas. Ainda nessa secao € estudado, como aplicacdo, o problema da ordenagéo topoldgica. A se¢do se encerra com 0 exame
de listas com nds de tamanho variavel.

Alocacao Sequencial
A maneira mais simples de se manter uma lista linear na memoria do computador € colocar seus n6s em posi¢oes contiguas. Nesse
caso, 0 endereco real do (j + 1)-ésimo n6 da lista se encontra c unidades adiante daquele correspondente ao j-ésimo. A constante ¢



€ 0 numero de palavras de memoria que cada nd ocupa. A correspondéncia entre o indice da tabela e 0 endereco real é feita
automaticamente pela linguagem de programacéo quando da traducdo do programa.

Como a implementacdo da alocacdo sequencial em linguagens de alto nivel é geralmente realizada com a reserva prévia de
memoria para cada estrutura utilizada, a inser¢do e a remogao de nés ndo ocorrem de fato. Em vez disso utiliza-se algum tipo de
simulagéo para essas operacdes (por exemplo, variaveis indicando os limites da memoria realmente utilizada). Por essa razao,
pode-se considerar tal alocacdo como uma alocagao estatica.

O armazenamento sequencial é particularmente atraente no caso de filas e pilhas porque, nessas estruturas, as operagoes
bésicas podem ser implementadas de forma bastante eficiente. Esse tratamento pode, contudo, se tornar oneroso em termos de
memoaria quando se empregam diversas estruturas simultaneamente. Nesse caso, a utilizacdo ou ndo do armazenamento sequencial
dependeria de um estudo cuidadoso das op¢es existentes.

De inicio serdo apresentadas as operacdes para listas genéricas.

Listas Lineares em Alocacao Sequencial

Seja uma lista linear. Cada n6 é formado por campos, que armazenam as caracteristicas distintas dos elementos da lista. Além
disso, cada né da lista possui, geralmente, um identificador, denominado chave. Para evitar ambiguidades, supde-se que todas as
chaves sao distintas. A chave, quando presente, se constitui em um dos campos do nd. Os nds podem se encontrar ordenados, ou
ndo, segundo os valores de suas chaves. No primeiro caso a lista ¢ denominada ordenada, e ndo ordenada no caso contrario.

Suponha uma lista linear, de nome L, que possui n elementos. Um exemplo da constitui¢do dessa tabela é apresentado na
Figura 2.1.

O Algoritmo 2.1 apresenta a busca de um né na lista L, conhecendo-se sua chave. A variavel x corresponde a chave do n
procurado. A funcdo buscal informa, ao final, o indice do né que se deseja buscar; se este ndo for encontrado, o indice é nulo.

L L+e L+2¢ L+3c

‘ nét ‘ néz2 noé3 ‘ no4 ‘
\ -\--\"‘-k
N Te-l
\ -
\ T -l

‘chave | nome ‘enderego |

Exemplo de um né.

Algoritmo 2.1 Busca de um elemento na lista L

fungéo buscal(x)
i:=1; buscal:=0
enquanto i<n faca
se L[i].chave = x entdo

buscal ;=i % chave encontrada
i=n+1
sendoi:=i+1 % pesquisa prossegue

Observe que, para cada elemento da tabela referenciado na busca, o algoritmo realiza dois testes: i <ne L[i] . chave = x.
Muitas vezes um pequeno artificio pode contribuir para a melhoria do processo. Por exemplo, o Algoritmo 2.2 se propde a efetuar
a mesma busca que o Algoritmo 2.1. A diferenca entre os dois é a criagdo de um novo no, que possui o valor procurado no campo
chave, na posicdo n + 1. Dessa forma, o algoritmo sempre encontra um n6 da tabela com as caracteristicas desejadas, evitando o
teste de fim de tabela.

Algoritmo 2.2 Busca de um elemento na lista L

funcéo busca(x)
L[n+1].chave:=x; i:=1



enquanto L[i] . chave # x faga
=i+l
sei#n+1entdo
busca =i % elemento encontrado
sendo busca :=0 % elemento ndo encontrado

A complexidade de pior caso dos Algoritmos 2.1 e 2.2 é O(n). Entretanto, o segundo é de execucdo mais rapida, pois a cada
iteracdo correspondem dois testes no Algoritmo 2.1 e apenas um no 2.2.

As complexidades médias dos Algoritmos 2.1 e 2.2 também sdo idénticas. Para determina-las, seja g a probabilidade de
sucesso no resultado da busca. Além disso, suponha que sejam idénticas as probabilidades de a chave procurada se encontrar em
posicdes distintas da lista. A observacdo fundamental para calcular a complexidade média é que, para o algoritmo, entradas
distintas que tenham a chave procurada na mesma posi¢do podem ser consideradas como idénticas. Assim, o algoritmo sé
reconhece n + 1 entradas distintas, a saber: entradas em que a chave procurada se encontra na posi¢ao 1, posigdo 2, ..., posi¢do n e
entradas em que a chave ndo se encontra na lista.

Pelo Capitulo 1, sabe-se que a complexidade média é dada por Y. p(E)t(E,). No caso, hd somente n + 1 entradas a considerar.
Seja E;, 1 <i<n, uma entrada em que a chave procurada ocupa a i-ésima posicao da lista, e E, a entrada que corresponde a busca
sem sucesso. Logo, as probabilidades das entradas sao

p(E) =a/n,1<k<n
P(Eo) =1-q,
enquanto o numero total de passos efetuados pelo algoritmo é
t(E) =k, 1 <k<n
t(Eg) = n.

Logo, a expressao da complexidade média é
Z PENHE)=(1—g)n+ Z (gin)k = (12) [(2 — q)n + ¢].

O=k=n

Como casos particulares, se g =1, isto é, a chave se encontra sempre na lista, entdo a complexidade é =n/2. Se q = 1/2, esta
cresce para =~3n/4. Se q = 0, isto é, todas as buscas sdo sem sucesso, a complexidade média atinge o valor n.

Quando a lista esta ordenada, pode-se tirar proveito desse fato. Se o0 nimero procurado ndo pertence a lista ndo ha necessidade
de percorré-la ate o final. A exemplo do Algoritmo 2.2, a dupla comparacéo no bloco principal do algoritmo também pode ser
evitada por meio da criagdo de um novo no. O Algoritmo 2.3 mostra essa busca.

Algoritmo 2.3 Busca de um elemento na lista L, ordenada

fungao busca-ord(x)
L[n+1].chave:=x; i:=1
enquanto L[i] . chave <x faga
i=i+1
sei=n+1oul[i].chave #Xxentéo
busca-ord :=0
sendo busca-ord := i
A complexidade de pior caso do algoritmo acima €, evidentemente, igual a dos algoritmos anteriores. Contudo, a maior
eficiéncia do algoritmo se traduz na expressao da complexidade média. No seu calculo, utilizam-se as mesmas premissas. Isto &, g
é a probabilidade de sucesso do resultado da busca. Além disso, entradas em que a chave procurada se encontra em posi¢coes
distintas da lista possuem a mesma probabilidade de ocorréncia. Contudo, ao contrario do caso anterior, 0 algoritmo, agora, €
sensivel a um total de 2n + 1 entradas distintas, uma vez que, no Algoritmo 2.3, também o insucesso pode ser reportado em
situagdes distintas. Com isso, 0 nimero de passos efetuados t por uma busca sem sucesso torna-se variavel. Por hipétese, os
diferentes valores de t possuem a mesma probabilidade de ocorréncia.



Para resolver o problema do caso médio, é necessario introduzir as defini¢cdes seguintes. Sejam R,, ..., R, conjuntos de
elementos ndo pertencentes a lista, representando os “espacos” entre as chaves da lista em que a chave procurada poderia se
encontrar. Isto é, R, representa todos os valores possiveis menores do que a primeira chave de L, R, corresponde aos valores
maiores do que a ultima chave de L, enquanto R,, 1 <k <n, é o conjunto dos valores maiores do que a k-ésima e menores do que a
(k + 1)-ésima. No caso de uma busca sem sucesso, a chave procurada se encontra em um dos conjuntos R,.

As 2n + 1 entradas distintas podem ser descritas como:

E, = entrada em que a chave procurada é L[K] . chave, 1 <k <n;
E£; = entrada em que a chave procurada pertence aR,, 0 <k <n.

As probabilidades das entradas s&o:
p(E) =a/n,1 <k<n
p(=) = (L-a)/(n + 1), 0<k<n,
enquanto os nimeros de iteracfes correspondentes s&o:
t(E) =k, 1<k<n
t(e)=k+1,0<k<n
Logo, a expressao da complexidade média é: ) J
> HE) ) + X pUED HE)

=0

= S(q/rz) skt 2[(1 — @)+ 1)) (k+1)
k=1 k=0

Para efeito de comparagéo com 0s =(n—q+2). ' Algoritmos 2.1 e 2.2, observe que o valor da
complexidade média correspondente ao Algoritmo 2.3 é aproximadamente n/ 2, para

qualquer probabilidade g.

Ainda no caso de listas ordenadas, um algoritmo diverso e bem mais eficiente pode ser apresentado: a busca binaria. A ideia
béasica do algoritmo é percorrer a tabela como se folheia, por exemplo, uma lista telefénica, abandonando-se as partes do catdlogo
onde 0 nome procurado, com certeza, ndo sera encontrado. Em tabelas, o primeiro n6 pesquisado é o que se encontra no meio; se a
comparagdo ndo é positiva, metade da tabela pode ser abandonada na busca, uma vez que o valor procurado se encontra ou na
metade inferior (se for menor), ou na metade superior (se for maior). Esse procedimento, aplicado recursivamente, esgota a tabela.
O Algoritmo 2.4 apresenta a busca.

Algoritmo 2.4 Busca binaria

funcgao busca-bin(x)
inf:=1; sup:=n; busca-bin:=0
enquanto inf <sup faga
meio := l (inf + sup)/2J % indice a ser buscado
se L[meio] . chave = x enté&o
busca- bin := meio % elemento encontrado
inf:=sup +1
sendo se L[meio].chave < xentéao
inf :=meio +1
sendo sup :=meio -1
A complexidade do algoritmo pode ser avaliada da seguinte forma. O pior caso ocorre quando o elemento procurado é o
altimo a ser encontrado, ou mesmo nado é encontrado, isto é, quando a busca prossegue até a tabela se resumir a um Gnico
elemento. Na primeira iteracdo, a dimensdo da tabela é n, e algumas operacdes sao realizadas para situar o valor procurado. Na
segunda, a dimens&o se reduz a l n/2J , € assim sucessivamente. Ora, ao final, a dimenséo da tabela é 1 (observe o teste inf < sup).
Entéo, no pior caso:
12 jteracdo: a dimensdo da tabela é n,



22 iteracdo: a dimensdo da tabela é l n/2J ,
32 iteracdo: a dimensdo da tabela é [ ([ n/2J )/2J ,

m2 iteracdo: a dimenséo da tabela e 1.

Ou seja, 0 nimero de iteragdes €, no maximo, 1 + l log, nJ . O tempo consumido pelas operacGes em cada iteragédo é
constante. Logo, a complexidade da busca binaria é O(log n).

Ambas as operagdes de insercdo e remocao utilizam o procedimento de busca. No primeiro caso, 0 objetivo é evitar chaves
repetidas e, no segundo, a necessidade de localizar o elemento a ser removido. A construcao desses algoritmos implica tarefas
complementares, uma vez que a agdo de um € o inverso da acao do outro. A implementacdo dessas operagdes deve, naturalmente,
respeitar tal fato. O Algoritmo 2.5 apresenta a inser¢do de um no contido na variavel novo de chave x. O Algoritmo 2.6 efetua a
remocao de um né sendo conhecido um de seus campos, no caso a chave x. Ambos 0s algoritmos consideram tabelas nao
ordenadas. A memoria pressuposta disponivel tem M posicoes (na realidade M + 1, porque é necessaria uma posicao extra para o
procedimento de busca). Devem-se levar em conta as hip6teses de se tentar fazer inser¢des numa lista que ja ocupa M posicoes
(situagdo conhecida como overflow), bem como a tentativa de remoc&o de um elemento de uma lista vazia (underflow). A atitude
a ser tomada em cada um desses casos depende do problema tratado. Por essa razdo, os procedimentos overflow e underflow sdo
apenas indicados.

Como pode ser observado, o procedimento de inser¢do propriamente dito € bem simples, porém depende da busca que tem
complexidade de O(n). O algoritmo de remog&o, além da busca, em geral efetua movimentacgéo de nds, o que o torna ainda mais
lento, se bem que também de complexidade O(n).

Algoritmo 2.5 Insercao de um né na lista L

se nN<M entéo
se busca(x) =0 entéo
L[n + 1] := novo-valor
n:=n+1
sendo “elemento ja existe na tabela”
senao overflow
Uma alternativa ao algoritmo de remocéo é efetuar o deslocamento do Gltimo elemento da lista para a posi¢do vaga. Nesse
caso, entretanto, a sequéncia dos elementos fica alterada.

Algoritmo 2.6 Remocao de um né da lista L

sen#0entédo
indice := busca(x)
se indice # 0 entéo
valor- recuperado := L[indice]
parai:=indice,n—1 faga
L[i] :=L[i +1]
n:=n-1
sendo “elemento ndo se encontra na tabela”
sendo underflow
No caso de tabelas ordenadas, o algoritmo de remocgéao ndo se modifica. O algoritmo de insercéo, entretanto, precisa ser
refeito, uma vez que, nesse caso, a posicao do no se torna relevante. Isso implica movimentar parte da tabela, para permitir a
insercdo na posicao correta, de maneira andloga a efetuada na remocéo em listas ndo ordenadas (Algoritmo 2.6). A complexidade
de ambos os algoritmos (insercdo e remocao) é, entdo, O(n).
Observe que a utilizacdo da busca binaria diminui a complexidade da busca, mas ndo a da inser¢do ou da remocdo. A
complexidade dessas Ultimas operacGes é determinada pela movimentagdo dos nos.



Pilhas e Filas

Em geral, 0 armazenamento sequencial de listas é empregado quando as estruturas, ao longo do tempo, sofrem poucas remocdes e
inser¢Bes. Em casos particulares de listas, esse armazenamento é também empregado. Nesse caso, a situacdo favoravel € aquela
em que insergdes e remocdes ndo acarretam movimentacdo de nds, o que ocorre se 0s elementos a serem inseridos e removidos
estdo em posicBes especiais, como a primeira ou a Ultima posicao. Deques, pilhas e filas satisfazem tais condigdes.

Na alocacao sequencial de listas genéricas, considera-se sempre a primeira posicao da lista no enderego 1 da memoria
disponivel. Uma alternativa a essa estratégia consiste na utilizacéo de indicadores especiais, denominados ponteiros, para 0 acesso
a posicoes selecionadas. No caso da pilha, apenas um ponteiro precisa ser considerado, o ponteiro topo, pois as insercoes e
remog0es sdo executadas na mesma extremidade da lista. A Figura 2.2 mostra uma sequéncia de operagdes realizadas numa pilha
e o resultado de tais operagdes no ponteiro topo. Em seguida, os Algoritmos 2.7 e 2.8 implementam a insercao e a remogao em
uma pilha P, considerando-se a memaria disponivel de M posi¢des. Os algoritmos levam em consideragéo as hipoteses de
overflow e underflow. A pilha vazia tem topo nulo.
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Operacdes em uma pilha.

Algoritmo 2.7 Insercao na pilha P

se topo # M entédo
topo :=topo +1
P[topo] := novo-valor
sendo overflow

Algoritmo 2.8 Remocao da pilha P

se topo #0 entédo
valor- recuperado := P[topo]
topo :=topo—1

sendo underflow



A complexidade das operagdes apresentadas é constante, O(1).

As filas exigem uma implementacdo um pouco mais elaborada. S&o necessarios dois ponteiros: inicio de fila (f) e retaguarda
(r). Para a adicdo de um elemento, move-se o ponteiro r; para a retirada, move-se o ponteiro f. A situacéo de fila vazia é
representada por f = r = 0. Observe, na Figura 2.3, algumas operacdes realizadas em uma fila F.

Note que, apds qualquer operacdo, deve-se sempre ter o ponteiro f indicando o inicio da fila, e r, a retaguarda. Isso implica,
como ja foi dito, movimentar o ponteiro r quando de uma insercédo e o ponteiro f quando de uma remocdo. Ora, pode-se observar
claramente na Figura 2.3 que, & medida que 0s ponteiros sdo incrementados na memoria disponivel, a fila “se move”, o que pode
dar origem a falsa impressdo de memaria esgotada. Para eliminar esse problema, consideram-se os M nds alocados como se
estivessem em circulo, onde F[1] segue F[M]. No algoritmo de insercéo, a variavel prov armazena provisoriamente a posicao de
memoria calculada de forma a respeitar a circularidade, s6 sendo movimentado o ponteiro r se a operagéo for possivel. A

inicializagdo dos ponteirosferef=r=0.

Algoritmo 2.9

prov:i=rmod M+ 1
se prov # f entédo

I :=prov
F[r] := novo-valor
sef=0entéo

fi=1

sendo overflow
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Operagdes em uma fila.

se f#£0entdo

Insercao na fila F

Algoritmo 2.10 Remocao da fila F

valor- recuperado := F[ f]

sef=rentdo



fi=r:=0
sendof:=fmodM + 1
sendo underflow
Também nesse caso a complexidade das operacdes é constante.

Aplicacao: Notacao Polonesa
Uma representacdo para expressdes aritméticas, que seja conveniente do ponto de vista computacional, é assunto de interesse, por
exemplo, na area de compiladores. A notacao tradicional € ambigua e, portanto, obriga ao preestabelecimento de regras de
prioridade. Isso, naturalmente, torna a tarefa computacional menos simples. Outras representacfes sao apresentadas a seguir,
considerando-se somente operagdes binarias.
— A notacdo completamente parentizada: acrescenta-se sempre um par de parénteses a cada par de operandos e a seu
operador.
Exemplo:
notacdo tradicional: A* B —C/D
notacdo parentizada: ((A * B) — (C/D))
— A notacédo polonesa: os operadores aparecem imediatamente antes dos operandos. Esta notacao explicita quais
operadores, e em que ordem, devem ser calculados. Por esse motivo, dispensa o uso de parénteses, sem ambiguidades.
Exemplo:
notacdo tradicional: A* B — C/D
notacdo polonesa: —* AB/CD
— A notacdo polonesa reversa: a notacao polonesa com os operadores aparecendo apds 0s operandos. Esta notacgao é
tradicionalmente utilizada em maquinas de calcular.
Exemplo:
notacdo tradicional: A*B - C/D
notacgdo polonesa reversa: AB * CD/—

Tanto a expressdo original quanto a expressao transformada devem ser armazenadas em listas. Um algoritmo para efetuar a
conversdo da notacdo parentizada na notacdao polonesa reversa é apresentado aqui. Algumas observac@es auxiliam em tal
conversao.

— Os operandos aparecem na mesma ordem na notacg&o tradicional e na notagdo polonesa reversa.

— Na notacéo polonesa reversa, 0s operadores aparecem na ordem em que devem ser calculados (da esquerda para a
direita).

— Os operadores aparecem imediatamente depois de seus operandos.

Note que, pela primeira observacdo, a ordem dos operandos ndo se modifica, podendo estes ser ignorados. A principal
preocupacdo do algoritmo deve ser a ordem e a posicao dos operadores. Na notagdo parentizada, essa ordem é indicada pelos
parénteses; 0s mais internos significam operagdes prioritarias.

Algoritmo 2.11  Conversao de notacoes

indexp :=1; indpol :=0 % indices das expressoes
topo:=0
enquanto indexp< fim faga
se exp[indexp] é operando entéo
indpol :=indpol + 1 % passa para a nova lista
pol[indpol] := exp[indexp]
sendo se exp[indexp] é operador entdo
topo :=topo + 1 % coloca na pilha



pilha[topo] := exp[indexp]
sendo se exp[indexp] =“)” entéo

se topo #0 entédo % forma a operagao
operador := pilha[topo]
topo :=topo -1

indpol := indpol + 1
pol[indpol] := operador
sendo “expressao errada”
indexp :=indexp + 1
Uma analise sintatica prévia na expressdo é pressuposta. Para efetuar a conversao, devem-se remover 0s parénteses e
estabelecer a ordem conveniente de operadores. Estes entdo devem ser armazenados até que um “)” seja encontrado, o que indica
que a operacao mais interna, e por conseguinte a primeira a ser executada, foi detectada. O Ultimo operador armazenado
corresponde a essa operacgao. Portanto, a estrutura utilizada no armazenamento dos operadores deve ser uma pilha. No Algoritmo
2.11, a expressao a ser convertida se encontra no vetor exp, e o resultado da conversao no vetor pol. A variavel fim indica a
dimenséo da expressao.

Alocacao Encadeada
Ja foi observado que o desempenho dos algoritmos que implementam operacdes realizadas em listas com alocacao sequencial,
mesmo sendo estes muito simples, pode ser bastante fraco. E mais, quando esta prevista a utilizagdo concomitante de mais de duas
listas a geréncia de memoria se torna mais complexa. Nesses casos se justifica a utilizacdo da alocacdo encadeada, também
conhecida por alocagdo dindmica, uma vez que posi¢des de memoria sdo alocadas (ou desalocadas) na medida em que sao
necessarias (ou dispensadas). Os nds de uma lista encontram-se entdo aleatoriamente dispostos na memaria e sdo interligados por
ponteiros, que indicam a posi¢édo do préximo elemento da tabela. E necessario o acréscimo de um campo a cada no, justamente o
que indica o endereco do proximo no da lista. A Figura 2.4 apresenta uma lista linear em suas representacdes sequencial e
encadeada.

Hé vantagens e desvantagens associadas a cada tipo de alocacdo. Estas, entretanto, s6 podem ser precisamente medidas ao se
conhecerem as operacdes envolvidas na aplicacdo desejada. De maneira geral pode-se afirmar que a alocacdo encadeada, a
despeito de um gasto de memoria maior em virtude da necessidade de um novo campo no n6 (o campo do ponteiro), & mais
conveniente quando o problema inclui o tratamento de mais de uma lista. Isso se aplica tanto a geréncia do armazenamento quanto
as operacdes propriamente ditas envolvidas, como juntar listas, separar listas em sublistas etc. Por outro lado, 0 acesso ao k-ésimo
elemento da lista é imediato na alocagdo sequencial, enquanto na alocacdo encadeada obriga ao percurso na lista até o elemento
desejado.

Como ja foi visto, na alocacdo encadeada os nos de uma lista se encontram em posicdes ndo obrigatoriamente contiguas de
memoria. Se nessa lista sdo feitas insercdes e remogdes, ha necessidade de encontrar novas posi¢des de memoria para
armazenamento e liberar outras que possam ser reutilizadas posteriormente. Um algoritmo para gerenciar as posi¢cdes de memoria
disponiveis é entdo imprescindivel. Para tal é criada uma lista especial, chamada Lista de Espaco Disponivel (LED), que contém
posicOes de memoria ainda ndo utilizadas ou dispensadas apos sua utilizacdo. Note que a organizacao dessas posi¢des disponiveis
independe completamente da estrutura empregada na solucéo do problema em estudo. Entretanto, deve-se observar que a LED e
as estruturas estdo compartilhando a memoria disponivel.
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Alocacéo sequencial e alocagédo encadeada.




A implementacéo da LED pode ser executada de duas formas. A primeira, com o dimensionamento de um unico vetor de nos
M (ou diversos vetores, um para cada campo do nd) simulando a memaria total disponivel. Nesse caso, 0 endereco do no
corresponde ao indice de uma posi¢do do vetor. Essa abordagem permite ao usuério o controle total de posi¢es ocupadas e livres,
e pode ser implementada na maioria das linguagens de programagéo existentes. No principio, como a memdria se acha totalmente
disponivel, todos os seus nds sdo encadeados na LED. A variavel ponteiro vago se refere ao topo da estrutura. Para se inicializar
uma LED sdo entdo necessarios 0s passos seguintes:

Passo 1: Os campos ponteiros dos nos sdo encadeados sequencialmente.
Passo 2: O ponteiro vago ¢é inicializado com o endere¢o do primeiro n6 da lista que foi encadeada no primeiro passo.
Passo 3: O campo ponteiro do ultimo né recebe o valor A, indicando fim de lista.

Para a efetivacdo das operacGes de inser¢do ou remocdo de nos em listas encadeadas ha necessidade, portanto, de manipular
também a LED. Quando se precisa de um novo no para executar o algoritmo de insercdo deve-se busca-lo na LED. Analogamente,
devolve-se a LED um nd dispensado pelo algoritmo de remocdo. Procedimentos basicos de busca e devolucéo de nés a LED
podem entdo ser preparados. Esses algoritmos utilizam sempre uma varidvel pt que indica o indice do nd disponivel. No
procedimento de busca esse nd fica assim reservado para uso futuro, e no procedimento de devolucao € o né a ser reincorporado.
Os Algoritmos 2.12 e 2.13 executam essas tarefas. O vetor M, de nos, corresponde a LED; o campo que indica o proximo no
disponivel tem 0 nome de prox.

Algoritmo 2.12 Busca de um elemento na LED

procedimento ocupar(pt)
se vago # A entédo
pt :=vago
vago := M[vago] .prox
senao overflow

Algoritmo 2.13 Devolucao de um né a LED

procedimento desocupar(pt)
M[pt] . prox := vago
vago = pt

E interessante observar que a hipdtese de overflow é considerada no Algoritmo 2.12. Isso indica que a possibilidade de
mem©ria esgotada € estudada de maneira global para todas as estruturas existentes no problema considerado.

A segunda opcéao, embora mais dependente da linguagem de programacdo, é a mais utilizada. As linguagens geralmente
possuem um maodulo de geréncia de memaria disponivel ao usuario, bastando apenas que este se refira as rotinas internas de
ocupagcdo e devolucdo de nés da lista de espago disponivel. Em Pascal, por exemplo, as rotinas new(pt) e dispose(pt) executam
essa tarefa. Nesse caso, uma notacdo diferente é utilizada nos algoritmos. Obviamente o n6 na memoria é o mesmo considerado
até agora; a indicacdo do endereco desse nd, feita por um ponteiro, é que sera representada pelo simbolo 1. Cada ponteiro utilizado
é associado a um Unico tipo de nd. Assim, por exemplo, pt 1. info representa o campo info do né apontado por pt. Um conjunto de
nos encadeados forma uma tabela. A associacdo do ponteiro pt ao tipo de né e definida previamente na declaragdo das variaveis.

Listas Lineares em Alocacao Encadeada

Listas Simplesmente Encadeadas

Qualquer estrutura, inclusive listas, que seja armazenada em alocagao encadeada requer o uso de um ponteiro que indique o
endereco de seu primeiro n6. O percurso de uma lista € feito entdo a partir desse ponteiro. A ideia consiste em seguir
consecutivamente pelos enderegos existentes no campo que indica o proximo nd, da mesma forma que na alocacao sequencial se



acrescentava uma unidade ao indice do percurso. O Algoritmo 2.14 apresenta 0 percurso para impressdo do campo info de uma
lista, sendo ptlista o ponteiro para o primeiro no.

Algoritmo 2.14 Impressao da lista apontada por ptlista

pont := ptlista

enquanto pont #A faga
imprimir(pont 1.info)
pont := pont 1.prox

Lisla vazia: pilista
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Lista encadeada com no-cabeca.

Como ja foi mencionado na Se¢do 2.3, o0 algoritmo de busca, por ser utilizado em insercdes, remogdes e outras operagoes,
deve ser muito eficiente. Na alocagdo encadeada essa necessidade persiste. E mais, surgem novos problemas: por exemplo, a
existéncia de um ponteiro indicando o primeiro n6 da lista obriga os algoritmos de insercdo e remocéo a apresentarem testes
especiais para verificar se 0 nd desejado € o primeiro da lista. Isto pode ser resolvido por uma pequena variacao na estrutura de
armazenamento: a criacdo de um nd especial, chamado né-cabeca, nunca removido, que passa a ser o né indicado pelo ponteiro de
inicio de lista. Esse n6 especial ndo deve conter informagdes relacionadas a tabela propriamente dita. Algumas vezes, entretanto,
pode ser aproveitado para conter dados pertinentes ao algoritmo implementado. A Figura 2.5 mostra a representacao gréafica da
lista encadeada com no-cabeca, em sua situacdo inicial (vazia), e depois de algumas insercdes.

O Algoritmo 2.15 implementa a busca em uma tabela ordenada, em alocacdo encadeada, de maneira simples. Outra
abordagem, um pouco mais eficiente, sera vista na Secdo 2.7.3 (lista circular encadeada). No caso aqui considerado, 0 no-cabeca
da tabela é apontado por ptlista. O parametro x fornece a chave procurada. O parametro pont retorna apontando para o elemento
procurado, e ant para o elemento anterior ao procurado. Caso este ndo seja encontrado, pont aponta para A e ant indica ainda o
elemento anterior ao Gltimo pesquisado. Deve-se notar que o parametro ant, apesar de aparentemente inGtil, € importante para os
algoritmos de insercdo e remogao, que serdo vistos a seguir. Como o algoritmo estabelece um percurso pela tabela, sua
complexidade é O(n), sendo n o nimero de nos da lista.

‘Algoritmo 2.15‘ Busca em uma lista ordenada

procedimento busca-enc(x, ant, pont)
ant := ptlista; pont =2
ptr := ptlista 1.prox % ptr : ponteiro de percurso
enquanto ptr £\ facga
se ptr 1. chave < X entédo
ant := ptr % atualiza ant e ptr
ptr := ptr 7.prox
sendo se pir 1. chave = X entédo
pont := ptr % chave encontrada
ptr:=A
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Insercdo de um no.

Apbs a realizacdo da busca, as operacgdes de insercdo e remogdo em uma lista encadeada sao triviais. Ha trés fases a serem
cumpridas: a comunicacdo com a LED, o acesso ao campo de informacéo do né e o acerto de estrutura. As operacgdes de insercdo e
remocao realizam essas fases em ordem inversa. A Figura 2.6 e o Algoritmo 2.16 mostram a insercéo do né contido na variavel
novo, apds o no apontado por ant. No algoritmo, as trés fases se encontram assinaladas pelos comentarios.

Algoritmo 2.16 Insercao de um né apés o né apontado por ant busca-enc(x,

ant, pont)
se pont = A entédo
ocupar(pt) % solicitar no
pt 1. info := novo-valor % inicializar nd
pt 1. chave := x; pt 1. prox := ant 7.prox
ant 1. prox := pt % acertar lista
sendo “elemento ja esta na tabela”
A remocdo do né apontado por pont é apresentada na Figura 2.7 e no Algoritmo 2.17. Observe as fases mencionadas nos
comentérios do algoritmo. A complexidade dessas operacdes €, em virtude da busca, O(n).

Algoritmo 2.17 Remocao do n6é apontado por pont na lista

busca-enc(x, ant, pont)
se pont #A entéo

ant 1. prox := pont 1.prox % acertar lista
valor- recuperado := pont 1.info % utilizar n6
desocupar(pont) % devolver nd

sendo “nd nio se encontra na tabela”

ptlista ant pont
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Remocédo de um né.

Os algoritmos de busca, remocdo e inser¢do em uma lista ndo ordenada constituem ligeiras variaces dos anteriormente
apresentados (Exercicio 2.11).

Pilhas e Filas

Como casos particulares, algumas modificagdes sdo necessarias para implementar operacdes eficientes em pilhas e filas. No caso
de pilhas, as operacdes sdo muito simples. Considerando-se listas simplesmente encadeadas (sem no-cabeca), o topo da pilha é o
primeiro nd da lista, apontado por uma variavel ponteiro topo. Se a pilha estiver vazia entdo topo = A. Filas exigem duas variaveis
do tipo ponteiro: inicio, que aponta para o primeiro né da lista, e fim, que aponta para o Gltimo. Na fila vazia, ambos apontam para
A. Os algoritmos que se seguem implementam essas operagdes.



Algoritmo 2.18 Insercao na pilha

ocupar(pt) % solicitar no

pt 1. info := novo-valor % inicializar n6
pt 1. prox := topo

topo := pt % acertar pilha

Algoritmo 2.19 Remocao da pilha

se lOpo # L entéo

pt :=topo % acertar pilha
topo :=topo 1.prox

valor- recuperado := pt 1.info % utilizar no
desocupar(pt) % devolver nd

sendao underflow

Algoritmo 2.20 Insercao na fila

ocupar(pt) % solicitar nd

pt 1. info := novo-valor % inicializar n6

pt 1. prox := A

se fim# ) entédo % acertar fila
fim 1. prox :=pt

sendo inicio :=pt

fim := pt

Algoritmo 2.21 Remocao da fila

se inicio # A entéo
pt :=inicio
inicio := inicio 1. prox % acertar fila
se inicio=A entdo fim:= 1L
valor- recuperado := pt 7.info % utilizar nd
desocupar(pt) % devolver nd

sendo underflow

As complexidades dos algoritmos de manipulacdo de filas e pilhas sdo constantes, ou seja, O(1), uma vez que buscas ndo sdo
empregadas.

Uma aplicacdo interessante de filas é a ordenacdo por distribuicéo, descrita a seguir. Seja uma lista L composta de n chaves,
cada qual representada por um nimero inteiro numa base b > 1. O problema consiste em ordenar essa lista. O algoritmo utiliza b
filas, denotadas por F;, 0 <i< b — 1. Seja d o comprimento mé&ximo da representacao das chaves na base b. O algoritmo efetua d
iteragdes, em cada uma das quais a tabela € percorrida. A primeira iteracdo destaca, em cada no, o digito menos significativo da
representacdo b-aria de cada chave. Se este for igual a k, a chave correspondente sera inserida na fila F,. Ao terminar o percurso
da tabela, esta se encontra distribuida pelas filas, que devem entdo ser concatenadas em sequéncia, isto &, F,, depois F;, F, etc.
Para essa tabela, ja disposta numa ordem diferente da original, o processo deve ser repetido levando-se em consideracgdo o
segundo digito da representacgdo, e assim sucessivamente até que tenham sido feitas tantas distribui¢fes quantos sdo os digitos na
chave de ordenacgéo. Veja um exemplo dessa ordenagéo na Figura 2.8, ondeb=10ed = 2.

O Algoritmo 2.22 descreve o processo. A notagdo F, < L[ j ] significa a insercdo na fila F, do elemento localizadoem L[ ].
Analogamente, L[ j ] < F, representa a remocao de um elemento da fila F, e seu armazenamento em L[ j ]. A lista L contém os
elementos a serem ordenados. Supde-se que as filas F; tenham sido inicializadas como vazias.



Tabela: 16 13 05 27 01 26 31 16 02 09 11 21 60 O7F

lteragéo 1: 12 distribuigéo (unidades simples)
filagz: 60

fila;z 01,31, 11,21

filag: 02

filag: 13

filay:

filas: 05

filag: 26,16

fila;: 27,07

filag:

fila: 19,09

Tabela: 60 01 231 11 21 02 13 05 26 16 07 27 19 09

lteragéo 2: 2° distribuigéo (dezenas simples)

fila: 01,02, 05, 07, 09

fila;: 11,13, 16,19

fila: 21,26, 27

filag: 3

filay:

filas:

filag: 60

fila;:

filag:

filag:

Tabela: 01 02 05 07 09 11 13 16 19 21 26 27 31 &0

Ordenacéo por distribuicao.

Algoritmo 2.22 Ordenacao por distribuicao

parai=1,...,d faga
paraj=1,...,n fagca
k := i-ésimo digito menos significativo da representacdo de L[ j ] . chave na base b
Fee=Ll)]
j=1
parak=0,..,b-1faca
enquanto F # faca
L[jT =R
j=j+1

Ao final do processo, a lista L encontra-se ordenada. Cada operagéo de inclusdo ou remocéo de um elemento é realizada em
tempo constante. A complexidade do algoritmo é, portanto, igual a O(n d). Como a implementacdo utiliza b filas, é 6bvia a
necessidade de que estas empreguem alocacao encadeada. O algoritmo exige que seja calculada, previamente, a representacéo de
cada chave na base b. Supondo-se que o computador utilize a base 2 para a codificacdo interna, a defini¢do b = 2 dispensaria tal
calculo. Nesse caso, uma forma de acelerar o processo seria dividir a representacao binaria em grupos de m bits consecutivos, o
que corresponderia a utilizar a base 2™.

Entre os equipamentos de processamento de dados, precursores dos computadores, um dos mais importantes foi a
classificadora de cartdes. Esta efetuava a ordenacdo fisica dos cartdes segundo chaves representadas por perfuracdes localizadas
em 12 alturas diferentes no cartdo, o que permitia ordenacdo alfabética. O principio utilizado era o da ordenacéo por distribuicao.
Cada fila correspondia a um escaninho existente no equipamento. A distribui¢do era mecénica, mas a concatenacao se realizava
manualmente.

Listas Circulares

A busca em uma tabela ordenada, apresentada na Secgéo 2.7.1, pode ser considerada pouco eficiente quando comparada as outras
buscas anteriormente mencionadas. Uma pequena modificacéo na estrutura fisica da lista pode ser de grande auxilio: obrigar o
ualtimo nd da lista a apontar para o né-cabega, criando assim uma lista circular encadeada, como é visto na Figura 2.9. Dessa
forma, o teste de fim de lista nunca é satisfeito. A preocupacdo passa a ser um critério de parada que possa ser incorporado ao
teste da busca propriamente dita. A solucdo é colocar a chave procurada no no-cabeca, de forma que uma resposta positiva seja
sempre encontrada.

O Algoritmo 2.23 apresenta a nova busca, no caso de listas ordenadas. Ao fim da busca, o ponteiro pont aponta para o ultimo
no pesquisado. Naturalmente, modificacOes correspondentes devem ser introduzidas nos algoritmos de insergéo e remocao.
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Lista circular encadeada.

Algoritmo 2.23 Busca numa lista circular encadeada ordenada

procedimento busca-cir(x, ant, pont)
ant := ptlista
ptlista 1. chave := x
pont := ptlista 1.prox
enquanto pont 1. chave < x faga
ant := pont
pont := pont 1.prox
se pont # ptlista e pont 1. chave = X entéo
“chave localizada”
sendo “chave nio localizada”
No caso de listas ndo ordenadas, 0 mesmo principio pode ser empregado, com as devidas adaptacdes.

Listas Duplamente Encadeadas

Nos algoritmos vistos até agora para listas lineares utilizando alocacdo encadeada, o ponteiro ant se mostrou sempre Util. Sua
fungdo ¢ “rastrear” o ponteiro que percorre a lista, permitindo sempre o retorno ao nd anterior. Algumas vezes, entretanto, 1SS0 Ndo
é suficiente, pois pode-se desejar o percurso da lista nos dois sentidos indiferentemente. Nesses casos, 0 gasto de memoria
imposto por um novo campo de ponteiro pode ser justificado pela economia em ndo reprocessar praticamente a lista inteira. A
Figura 2.10 apresenta uma lista circular duplamente encadeada, com no-cabeca, que incorpora esse novo campo de ponteiro. Os
campos de ponteiros tomam os nomes de ant (apontando para o n6 anterior) e post (apontando para o né seguinte). Note-se,
entretanto, que listas ndo circulares e listas sem nd-cabeca podem também ser duplamente encadeadas.

Os algoritmos de busca, insercao e remocdo em tabelas ordenadas sdo muito simples, sendo apresentados a seguir. Na busca, a
funcdo retorna indicando o nd procurado ou, se este ndo for encontrado, 0 NG que seria seu consecutivo. Observe nas Figuras 2.11
e 2.12 as modificacBes acarretadas por uma inser¢do e uma remogéao.
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Remocao em lista duplamente encadeada.

Algoritmo 2.24 Busca em uma lista duplamente encadeada ordenada

fungéao busca-dup(x)

ultimo := ptlista 1. ant

se x< ultimo 1. chave entédo
pont := ptlista 1.post
enquanto pont 1. chave < x faga

pont := pont 1.post

busca- dup := pont

sendo busca- dup := ptlista

Algoritmo 2.25 Insercao de um né em uma lista duplamente encadeada

pont := busca-dup(x)

se pont = ptlista ou pont 1. chave # X entédo
anterior := pont 1.ant
ocupar(pt) % solicitar nd
pt 1. info := novo-valor % inicializar n6
pt 1. chave :=x
pt 1. ant := anterior
pt 1. post := pont
anterior 1. post := pt % acertar lista
pont 1. ant := pt

sendo “elemento ja se encontra na lista”

Algoritmo 2.26 Remocdo de um né em uma lista duplamente encadeada

pont := busca-dup(x)

se pont # ptlista e pont 7. chave = x entédo
anterior := pont 1.ant
posterior := pont 1.post

anterior 1. post := posterior % acertar lista
posterior 1. ant := anterior

valor- recuperado := pont 1.info % utilizar n6
desocupar(pont) % devolver nd

sendo ‘“eclemento nio se encontra na lista”

Aplicacao: Ordenacao Topolagica

Um problema que pode ser caracterizado como uma aplicagdo de listas lineares € a ordenag&o topoldgica. Sua importancia se deve
ao fato de ter um uso potencial todas as vezes em que o problema abordado envolve uma ordem parcial.

Uma ordem parcial de um conjunto S é uma relagéo entre 0s objetos de S, representada pelo simbolo “<”, satisfazendo as

seguintes propriedades para quaisquer objetos X, y e z, ndo necessariamente distintos em S:

seXx<yey=z entdox < z (transitiva);
seXx < Yyey =X entdo x =y (antissimétrica);
(1) x < x (reflexiva).



Remocé&o em lista duplamente encadeada.

A notacdo x <y pode ser lida “x precede ou iguala y”. Se X < y € X #Y, escreve-se x <y e diz-se “x precede y”. Tem-se entdo:

1" sex <yey <z entdox < z (transitiva);
(ii") se X <y, entdo y « x (assimétrica);
(1ii") x <« x (irreflexiva).

A notacdo y <« X significa “y ndo precede x”. Assume-se aqui que S é um conjunto finito, uma vez que se deseja trabalhar no
computador.

Muitos exemplos interessantes podem ser mencionados como utiliza¢do da ordem parcial. Entre outros, a execucao de um
conjunto de tarefas necesséarias, por exemplo, a montagem de um automével. Uma ordem parcial dessas tarefas pode ser
representada como na Figura 2.13. Cada caixa na figura representa uma tarefa a ser executada; cada tarefa é numerada
arbitrariamente. Se existe a indicagdo de um caminho da caixa x para a caixa y, isso significa que a tarefa x deve ser executada
antes da tarefa y.

A ordenacéo topoldgica trata de imergir a ordem parcial em uma ordem linear, isto &, rearrumar os objetos numa sequéncia a;
ay, ..., a, tal que sempre que &, < &, tem-se j < k. A Figura 2.14 mostra a ordem parcial do exemplo da Figura 2.13 ap6s a
ordenacao topologica.

Ordenacéo topoldgica.

Uma forma simples de obter uma ordenagéo topoldgica é vista a seguir. Inicialmente, considera-se um objeto que nao é
precedido por nenhum outro na ordem parcial. Esse objeto é o primeiro na saida, isto é, na ordem final. Agora, remova o objeto do
conjunto S. O conjunto resultante obedece novamente a uma ordem parcial. O processo pode entdo ser repetido até que todo o
conjunto esteja ordenado. Esse algoritmo s6 falharia se, em algum momento, a ordem parcial de um conjunto fosse tal que todos
os elementos tivessem um predecessor. Ora, isso é impossivel, porque contraria as propriedades (i) e (ii).

O desempenho desse algoritmo depende de sua implementacéo. Os objetos a serem ordenados sdo numerados de 1 a n, em
qualquer ordem, e alocados sequencialmente na memdria. A entrada do algoritmo sdo os pares (j, k), significando que o objeto j
precede o objeto k. O nimero de objetos n e 0 numero de pares m tambeém s&o fornecidos. Devem constar da entrada somente 0s
pares necessarios a caracterizacdo da ordem parcial; pares supérfluos, entretanto, ndo constituem erro. Por exemplo, no problema
apresentado na Figura 2.13, o par (8, 7) é desnecessario, pois pode ser deduzido dos pares (8, 6) e (6, 7).

O algoritmo lida com n listas encadeadas, uma para cada objeto. Na lista i estdo indicados todos os objetos k que aparecem em
pares (i, k), isto &, sucessores de i. Para cada lista é criado um no-cabeca, chamado CB. No né-cabeca da lista i, além do ponteiro
para 0s sucessores de i, esta armazenado o nimero de pares (K, i) existentes, isto €, 0 nUmero de vezes em que i aparece COmo
sucessor de outro objeto. Essa informacédo é denominada contador. A Figura 2.15 mostra a atuacao dessa fase do algoritmo no
exemplo da Figura 2.13. Uma vez organizadas as listas, 0s nds-cabeca sdao percorridos em busca de um objeto que ndo seja
sucessor de nenhum outro, isto é, cujo campo contador seja nulo. Todos aqueles que obedecem a tal condic¢do sdo encadeados pelo
préprio campo contador, que passa assim a ter nova funcéo. O resultado dessa fase pode ser visto, em pontilhado, ha mesma



figura. Em seguida, o objeto ¢ “retirado” da tabela original, isto €, todos os contadores de seus sucessores sdo decrementados €
imediatamente testados para que, ao chegarem a zero, sejam incluidos na sequéncia de saida. O algoritmo termina quando todos os
objetos séo retirados.

A complexidade do algoritmo pode ser deduzida da descri¢do apresentada a seguir. Existem n listas encadeadas,
correspondentes a um total de m pares de relagdes “precede”. De inicio, a lista de nos-cabeca é percorrida em busca de objetos
sem predecessores, que sao encadeados como candidatos a saida. Essa parte do algoritmo tem complexidade O(n). Na saida de
cada candidato, os contadores de seus sucessores séo decrementados, o que equivale ao percurso da lista encadeada
correspondente ao candidato. Ao fim do algoritmo, todas as listas terdo sido percorridas, o que leva O(m). A complexidade é entdo
O(n + m).
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Armazenamento para a ordenacao topoldogica.

Algoritmo 2.27 Ordenacao topolégica

procedimento inicializar

parai=0,...,n faga % inicializa n6-cabeca
CB [i] . contador :=0
CB i] . prox := A

parai=1,...,m faga
ocupar(pt) % seja (j, k) o i-ésimo par

pt 1.info:=k; pt 1. prox := CB [ ] .prox
CB[j].prox:=pt
CB [K] . contador := CB [K] . contador + 1

inicializar
fim:=0; CB]J0]. contador:=0
parai=1,...,n faga % busca de objetos sem

se CB[i] . contador = 0 ent&o predecessores
CB [ fim] . contador ;=i
fim:=i
objeto := CB [0] .contador
enquanto objeto # 0 faca
saida(objeto)
pt := CB [objeto] .prox
enquanto pt #A faga



indice := pt 1. info
CB [indice] . contador := CB [indice] . contador —1
se CB [indice] . contador = 0 entéo
CB [ fim] . contador := indice
fim := indice
pt := pt 1.prox
objeto := CB [objeto] .contador

Alocacao de Espaco de Tamanho Variavel
Um modelo de memoria comumente utilizado corresponde a um vetor M, onde cada elemento € associado a uma unidade de
memoria denominada palavra. Um conjunto de b palavras de enderecos consecutivos é chamado bloco de tamanho b. O endereco
de um bloco é o indice em M de sua primeira palavra. No modelo, todos os programas e dados competem pelo uso exclusivo de
porcdes de M.

Por exemplo, suponha que um programa deseje criar uma lista linear, contendo b nos, cada qual ocupando uma unidade de
mem©ria. Nesse caso, deve ser solicitada a reserva de um bloco de tamanho b, em algum endereco disponivel. Quando da extingéo
da lista, esse bloco deve ser liberado para possivel uso com outra finalidade. Supondo a existéncia simultanea de diversas
estruturas, a memoria apresenta, alternadamente, blocos reservados e disponiveis. Essa configuracdo varia, dinamicamente, com
as diferentes solicitacfes de reserva e liberacdo de blocos. A variagdo do tamanho dos blocos pode ser muito grande, pois depende
das caracteristicas individuais das estruturas utilizadas. Esse processo € denominado sistema de alocacao de memoria.

Um caso particular ja foi examinado na Se¢do 2.7.1. Quando todos os blocos possuem tamanho idéntico, a ideia utilizada
consistiu em encadear a memoria disponivel em uma lista denominada LED. Os procedimentos ocupar e desocupar, dos
Algoritmos 2.12 e 2.13, respectivamente, efetuam as operagoes de reserva e liberacdo de blocos de tamanho fixo. O caso da
alocagdo de memoria de tamanho variado é bem mais complexo.

Basicamente, para elaborar os algoritmos de reserva e liberagdo é necesséario, de antemao, decidir as trés questdes seguintes.

1) Que estrutura utilizar para representar a memoria disponivel?
2 Qual é o critério de selecdo de blocos, para atender as solicitacOes de reserva de memoria?
(3) Como definir a operacgéo de liberacdo de blocos?

Podem-se considerar diversas abordagens para responder a essas questdes. A solucdo descrita a sequir € uma das mais simples.

A memoria disponivel constituird uma lista encadeada, onde cada no esté associado a um bloco. Essa lista serd mantida na
prépria memoria disponivel. Em caso de alocagdo em memdria secundaria, contudo, é recomendavel o armazenamento da lista na
memoria principal. As duas primeiras palavras de cada n6 serdo utilizadas pelo sistema de alocagdo. Se pt é 0 endereco de um
bloco disponivel, entdo M[pt] contém o tamanho do bloco, e M[pt + 1] é o ponteiro para o proximo nd da lista. Isso implica que o
tamanho minimo de qualquer bloco, disponivel ou reservado, € igual a 2. Além disso, as duas primeiras palavras do vetor M tém
uso reservado. M[1] serd inicializada com zero e ndo serd modificada. Enquanto isso, M[2] sera o ponteiro para o endereco do
primeiro bloco da lista. Ao contrério do par M[pt] e M[pt + 1], as palavras M[1] e M[2] ndo podem ser utilizadas para atender a
qualquer reserva de memoria. Assim sendo, supondo que o vetor M possua m palavras, a inicializagdo do processo consiste em
efetuar as atribui¢des M[1] := 0, M[2] := 3, M[3] :=m —2 e M[4] :=A.

Quanto ao critério de sele¢do de blocos para as solicitacdes de reserva, uma das caracteristicas desejadas é a simplicidade do
algoritmo correspondente. O método seguinte se denomina primeira escolha e, certamente, satisfaz essa condigéo. O critério
consiste em selecionar o primeiro bloco da lista de memoria disponivel, cujo tamanho satisfaca as condi¢des da reserva. Seja b o
tamanho do bloco solicitado. O algoritmo de reserva deve percorrer a lista e selecionar o primeiro bloco de tamanho b’ > max {2,
b}. Sejar =Db’—b. Se r < 2, entdo o bloco inteiro deve ser reservado, o que corresponde a remover o bloco de tamanho b’ da lista.
Caso contrario, ele é dividido em dois outros, de tamanhos b e r, respectivamente. O primeiro é o correspondente a reserva, € 0
segundo é o bloco associado ao no selecionado, cujo tamanho é reduzido a r. Observe que o bloco reservado deve ser o
correspondente aos enderecos mais altos, para ndo afetar as duas primeiras palavras, de uso do sistema de alocacéo.



Uma consequéncia indesejada desse método e a possivel formagéo de blocos de tamanho muito reduzido, fenémeno conhecido
por fragmentacgdo. Para procurar evité-la, uma alternativa é definir um limite inferior ¢ > 2, tal que o sistema ndo permita a
formacdo de blocos menores do que c. Suponha que seja solicitada a reserva de um bloco de tamanho b e que o bloco selecionado
da lista possua tamanho b’ > b, onde b’ — b < c. Nesse caso, a ideia & incorporar ao bloco reservado a por¢éo restante b’ — b.

O procedimento que se segue descreve o processo. A chamada externa é reserva(b, pont), sendo b o tamanho do bloco
solicitado. O tamanho efetivamente reservado é pelo menos igual a max{2, b}, porém menor do que b + c. Esse valor ¢ atribuido a
b no final do processo. O pardmetro pont indica, nessa ocasido, o endereco do bloco reservado. Se ndo existir bloco disponivel que
satisfaca as condicdes da solicitagéo, entdo pont = A.

Algoritmo 2.28 Reserva de um bloco de tamanho b

procedimento reserva(b, pont)
pt:=MJ[2]; pont:=%; ant:=1
seb<2entdob:=2
enquanto pt #\ faga
se M[pt] > b entéo

r:=Mlpt] -b % bloco encontrado
ser<centéo
pont := pt % fragmento incorporado
M[ant + 1] := M[pt + 1]
b:=b+r
sendo M[pt] :=r
pont :=pt+r
pt:=A
sendo ant := pt
pt := M[pt + 1]

A operacdo de liberacdo de blocos sera realizada de acordo com a seguinte estratégia. Sejam b e pont o tamanho e endere¢o do
bloco liberado, respectivamente. Deve ser verificado se ele é contiguo a algum bloco disponivel. Podem existir até dois blocos
nessas condi¢des. Em caso negativo, o bloco de endereco pont sera simplesmente inserido na lista. Caso seja encontrado algum
bloco contiguo ao liberado, os dois deverdo ser fundidos num unico. Aquele de endereco maior serd incorporado ao menor. A
insercdo ou incorporacédo deve ser realizada de tal modo que a lista seja mantida em ordem crescente de enderecos de seus blocos.
Observe que a estratégia descrita garante a inexisténcia de blocos disponiveis e contiguos ao longo de todo o processo. A
formulacéo encontra-se descrita no Algoritmo 2.29. Sup&e-se que os blocos tenham sido incluidos na lista através do Algoritmo
2.28, 0 que implica b > ¢ >2.

Algoritmo 2.29  Liberacdo de um bloco

procedimento liberar(b, pont)
pt:=M[2]; ant:=1

enquanto pt#\A e pt < pont faga % buscar posicao do bloco
ant ;= pt
pt := M[pt + 1]

se pont+ b =ptentdo
b:=b+ M[pt] % bloco liberado contiguo ao

M[pont + 1] := M[pt + 1] seguinte
sendo M[pont + 1] := pt
se ant + M[ant] = pont enté&o
M[ant] := M[ant] + b % bloco liberado contiguo ao



M[ant + 1] := M[pont + 1] anterior
sendo M[ant + 1] := pont
M[pont] :=b
Seja n o numero de nos da lista que contém a memoria disponivel. No pior caso, os algoritmos de reserva e liberagdo efetuam
O(n) passos. Em decorréncia, um dos efeitos da fragmentacdo € o aumento da complexidade dos algoritmos. Utilizando-se uma
estrutura mais elaborada para a memoria disponivel e mantendo-se o critério de reserva e liberagdo de blocos, é possivel formular
algoritmos que diminuem a complexidade dessas opera¢des para O(log n) (Exercicio 6.21).

Exercicios

2.1 Apresentar os algoritmos de insercao e remoc¢éao de uma lista ordenada em alocagédo sequencial.

2.2 Determinar a expressdo da complexidade média de uma busca ndo ordenada, supondo que a probabilidade da busca
de qualquer chave, exceto a Ultima, é igual a metade da probabilidade da chave seguinte na lista. Supor também que a
probabilidade de a chave procurada se encontrar na lista é igual a g.

2.3 Repetir o0 exercicio anterior para o caso da busca ordenada.

2.4 Seja o seguinte algoritmo de busca em uma lista ordenada de tamanho n em alocacéo sequencial:

funcgao busca-ord1(x)

se X< L[n] . chave entéo
i=1
enquanto L[i] . chave < x faga
=i+l
se L[i] . chave #x entéo
busca-ordl := 0 % elemento ndo encontrado
sendo busca-ordl := i % elemento encontrado

sendo busca-ordl := 0 % fora da tabela
Comparar o algoritmo apresentado com o Algoritmo 2.3. Em que situacdo o desempenho dos dois é equivalente? Qual é a
restricdo que o algoritmo acima apresenta em relacdo ao Algoritmo 2.3?

2.5 Determinar a expressdo da complexidade média de uma busca ndo ordenada de n chaves, n par, em que as
probabilidades de busca das chaves de ordem impar séo iguais entre si, sendo esse valor igual ao dobro da probabilidade de
qualquer chave par. Supor, ainda, que a probabilidade de a chave se encontrar na lista é igual a q.

2.6 Apresentar algoritmos para um deque em alocacao sequencial. S&o dados fornecidos:

—na insercdo: o no a ser inserido e a extremidade desejada (E1 ou E2),
— na remocdo: a extremidade da remogéo.

2.7 Criar algoritmos de insercao e remocéo para duas pilhas armazenadas em alocagéo sequencial que compartilham a
memoria de dimensdo M.

2.8 Apresentar os algoritmos de insercao e remogéo numa lista circular encadeada.

2.9 Apresentar o algoritmo de alteracdo do campo info de uma lista circular encadeada com no-cabeca.

2.10 Apresentar o algoritmo de alteracdo do campo chave de uma lista circular encadeada com né-cabeca.

2.11 Descrever algoritmos de insergdo e remocdo em uma lista ndo ordenada, em alocagéo encadeada.

2.12 Comparar algoritmos de busca, insercdo e remogdo em uma lista ordenada nas alocag¢des sequencial e encadeada.

2.13 Sejam duas listas, ndo ordenadas, simplesmente encadeadas com nd-cabeca. Apresentar um algoritmo que, enquanto
possivel, intercale as duas listas.

2.14 Sejam duas listas, ordenadas, simplesmente encadeadas com nd-cabeca. Apresentar um algoritmo que intercale as
duas listas de forma que a lista resultante esteja também ordenada.

2.15 Imprimir, a partir de uma expressao em notagdo polonesa, a sequéncia de operacgdes a serem executadas na ordem
correta. Introduzir operandos especiais para armazenar resultados parciais.

2.16 Seja L uma lista simplesmente encadeada, composta dos numeros €4, £,, ..., £,, respectivamente, segundo a ordem
de armazenamento. Escrever um algoritmo que, percorrendo L uma Unica vez, constréi uma outra lista L', formada dos
elementos seguintes:

0] Ly, Ly .ony Ly Ly



(i)

(i)
(i)

(i)
(i)

Lo Logy -nes Ly
(iii) €, + Lo, Lo+ €oay ..oy Lo + Lopeq, ONde N é par.

2.17 Uma palavra é um palindromo se a sequéncia de letras que a forma é a mesma, quer seja lida da esquerda para a
direita ou da direita para a esquerda (exemplo: raiar). Escrever um algoritmo eficiente para reconhecer se uma dada palavra
é um palindromo. Escolher a estrutura de dados conveniente para representar a palavra.

2.18 Seja um polindmio da forma P(x) = a, x" + a; X"* + ... + a,; Representar P(x) através de uma lista encadeada
conveniente e escrever algoritmos eficientes para efetuar as seguintes operacées, onde Q(x) é um outro polinémio.

Calcular P(x,), onde X, € um dado valor para x;

P(x) + Q(x);

(iii) P(x) * Q(x).
*2.19 Generalizar o algoritmo de ordenacdo topoldgica, de modo a gerar todas as ordenagdes topologicas distintas de uma
ordem parcial.

2.20 Seja A uma matriz esparsa n x m, isto é, boa parte de seus elementos sdo nulos ou irrelevantes. Descrever uma
estrutura de dados que represente A e cujo espaco total seja O(k) em vez de O(n m), onde k é o nimero total de elementos
ndo irrelevantes de A.

2.21 Descrever um algoritmo para localizar um elemento a;; da matriz A, armazenada segundo a estrutura obtida na
solucdo do exercicio anterior. Determinar a sua complexidade.

2.22 Descrever um algoritmo para computar a matriz A?, utilizando a representacdo dos dois exercicios anteriores.

2.23 Seja 1, 2, ..., n uma sequéncia de elementos que serdo inseridos e posteriormente retirados de uma pilha P uma vez
cada. A ordem de inclusdo dos elementos na pilha é 1, 2, ..., n, enquanto a de remocéo depende das operacdes realizadas.
Por exemplo, com n = 3, a sequéncia de operacdes
incluirem P
incluirem P
retirar de P
incluirem P
retirar de P
retirar de P
produzira a permutacdo 2, 3, 1 a partir da entrada 1, 2, 3. Representando por I, R, respectivamente, as operacdes de
insercdo e remocdo da pilha, a permutacdo 2, 3, 1 pode ser denotada por IIRIRR. De um modo geral, uma permutacéo é
chamada admissivel quando ela puder ser obtida mediante uma sucessdo de inclusdes e remogdes em uma pilha a partir da
permutagdo 1, 2, ..., n. Assim, por exemplo, a permutagdo 2, 3, 1 é admissivel. Pede-se:

Determinar a permutacdo correspondente a IIIRRIRR, n = 4.
Dar um exemplo de permutagdo ndo admissivel.

2.24 Escrever a relagdo de permutagdes admissiveis de 1, 2, 3, 4.
°2.25 Provar que uma permutacdo p, ..., p, € admissivel se e somente se ndo existirem indices i, j, k satisfazendo i <j <k
€ Pj < P« < Pi.

2.26 Repetir os Exercicios 2.23 e 2.24 com uma fila, em vez de uma pilha.

2.27 Determinar as condi¢des necessarias e suficientes para que uma permutacao seja admissivel, supondo que uma fila
seja utilizada no lugar da pilha.
+2.28 Determinar as condi¢des necessarias e suficientes para que uma permutacdo seja admissivel, supondo que um deque
seja utilizado no lugar da pilha.
°2.29 No sistema de alocacdo de memoria, o critério de melhor escolha, para a reserva de um bloco, seleciona aquele que
esteja disponivel e cujo tamanho seja 0 mais proximo possivel do solicitado. Provar ou dar contraexemplo da afirmativa a
sequir.

O desempenho do método de melhor escolha é sempre nao inferior ao da primeira escolha no seguinte sentido. Se for
possivel selecionar um bloco de tamanho > b num sistema que aplica a primeira escolha, 0 mesmo acontece para 0 método
da melhor escolha.

Notas Bibliograficas

Devido ao seu largo uso, a concepcdo de listas lineares se deu com o aparecimento do primeiro computador. O uso de pilhas e filas, por exemplo,
transcende a computagdo. De fato, pilhas e filas eram empregadas em diversas areas, anteriormente aos computadores. Contudo, foi Knuth ([Kn68])
quem, pela primeira vez, descreveu de forma unificada os algoritmos para as estruturas de dados mais basicas. As permutacdes admissiveis
(Exercicios 2.23 a 2.27) podem ser encontradas também em [Kn68]. Além disso, essa referéncia contém a técnica de implementacao utilizada no




algoritmo de ordenacGes topoldgicas, da Secdo 2.7. Um algoritmo de geracgdo de todas as ordenages topoldgicas (Exercicio 2.19), com complexidade
polinomial por ordenagdo, foi inicialmente apresentado por Knuth e Szwarcfiter [Kn74]. Um algoritmo 6timo para esse problema foi descrito por
Pruesse e Ruskey [Pr91]. Os termos primeira escolha e melhor escolha (Exercicio 2.29) sdo provenientes do inglés first-fit e best-fit.



Capitulo 3

Arvores

Introducao
Em diversas aplicacBes necessita-se de estruturas mais complexas do que as puramente sequenciais, examinadas no capitulo
anterior. Entre essas, destacam-se as arvores, por existirem inimeros problemas praticos que podem ser modelados através delas.
Além disso, as arvores, em geral, admitem um tratamento computacional simples e eficiente. Isso ndo pode ser dito de estruturas
mais gerais do que as arvores, como os grafos, por exemplo.

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos iniciais relativos as arvores, bem como os algoritmos para sua manipulacdo
computacional basica. Ressalta-se, entretanto, que o estudo das arvores admite um tratamento puramente matematico, sem
preocupacdo com sua finalidade computacional. Neste ultimo caso, o enfoque seria distinto do ora apresentado.

Na Secdo 3.2 sdo apresentadas as definicdes basicas e as diferentes formas de representacdo grafica de uma arvore. Na Secao
3.3 introduz-se a arvore binaria, possivelmente a mais importante no aspecto computacional. Além disso, apresenta-se também a
representacdo classica dessa arvore em computador. Na secéo seguinte sdo estudados os algoritmos para o problema de percorrer
uma arvore binéria, segundo varios critérios. Na Secdo 3.5 descreve-se a conversao de uma arvore geral em binaria. Essa questdo
é fundamental para a manipulacéo de arvores gerais. Finalmente, na ultima se¢&o, sdo abordadas as arvores binarias com costura,
que propiciam, em algumas aplica¢es, a formulacao de algoritmos mais eficientes que os relativos as arvores bindrias ordinarias.

Definicoes e Representacoes Basicas
Uma arvore enraizada T, ou simplesmente arvore, € um conjunto finito de elementos denominados nds ou vértices tais que
— T =(, e aérvore é dita vazia, ou
- existe um no especial chamado raiz de T(r(T)); os restantes constituem um Gnico conjunto vazio ou sdo divididos em m >
1 conjuntos disjuntos ndo vazios, as subarvores de r(T), ou simplesmente subarvores, cada qual, por sua vez, uma arvore.

Diagrama de incluséo.

Uma floresta é um conjunto de arvores. Se v é um no de T, a notagdo T(v) indica a subarvore de T com raiz v.

Para visualizar esse conceito, pode-se representa-lo graficamente. Ha formas diferentes de representagdes graficas de uma
arvore. Em todas elas cada n6 podera ser associado a um identificador, denominado roétulo. Observa-se, contudo, que o estudo das
arvores pode prescindir do uso desse identificador e basear-se unicamente na posicao relativa de seus nés na estrutura.

A representacdo mais proxima da definicdo € o diagrama de inclusao, apresentado na Figura 3.1, representacédo
tradicionalmente utilizada para conjuntos. Na figura, a raiz de T € o n6 A, o qual possui duas subarvores: a formada pelo unico n6



B e aquela cuja raiz é C e que contém todos os demais nds, e assim por diante. Os rétulos dos nés sdo A, B, ..., H,
respectivamente.

A forma mais comum de representar graficamente uma arvore € através de sua representacdo hierarquica, semelhante a
utilizada para descrever organogramas de uma empresa. A Figura 3.2(a) ilustra uma tal representacdo que descreve a mesma
arvore da Figura 3.1. Nessa representacdo existe uma linha unindo cada né as raizes de suas subarvores, quando ndo vazias, as
quais se encontram sempre abaixo (acima) desse n6. Conforme a escolha dessa posi¢do, abaixo ou acima, tem-se as representacdes
das Figuras 3.3(a) e 3.3(b), respectivamente. A representacdo da Figura 3.3(a), com a raiz no topo, é a mais empregada na
literatura da computacéo, razdo pela qual é aqui adotada. A representacdo hierarquica €, de longe, a mais utilizada para visualizar
uma arvore, pela forma clara como exibe as relagdes existentes entre 0s n6s da estrutura. Além disso, do ponto de vista
computacional, essa representacao ja sugere uma forma adequada de dispor os dados no computador, como se vera mais adiante.

A Figura 3.2(b) ilustra a mesma arvore que as Figuras 3.1 e 3.2(a), porém agora representada segundo um diagrama de
barras. Neste, 0s nos sdo representados por barras horizontais, uma por linha. Se um n6 v € raiz de uma subarvore que contém w,
entdo a barra correspondente a v se localiza acima da de w e possui comprimento maior do que essa Ultima. Raizes de subarvores
de um mesmo no possuem barras de comprimento idéntico. Por exemplo, indices de livros, muitas vezes, empregam esse método.

Seja agora uma sequéncia S de 2n parénteses, compreendendo n “(” e n <)”. A sequéncia ¢ dita aninhada quando, em cada
subsequéncia de S, iniciada na posi¢do 1 e com extremidade i < 2n, o numero de “(” é maior do que o de “)”. Por exemplo, a
sequéncia (()()) é aninhada, mas as sequéncias (())() e ()) ndo o sdo. Uma sequéncia desse tipo corresponde a uma outra
representacdo de arvores, denominada representacao por parénteses aninhados (ver Exercicio 3.3). A sequéncia de parénteses
representa as relacdes entre os nos da estrutura. O rétulo de cada no ¢ inserido imediatamente a esquerda do “(” correspondente. A
Figura 3.2(c) ilustra a representacdo por parénteses aninhados da mesma arvore representada nas Figuras 3.1, 3.2(a) e 3.2(b).

(4)
® )
@ ©® © !

(A(B) (C (D (G)(H) (E)(F 1)) ©

Representacdes de uma arvore.

(b)

Representacdes hierarquicas.



Toda expresséo aritmética pode ser colocada sob a forma de uma sequéncia de parénteses aninhados. Basta parentiz-la
completamente, isto ¢, um par de “(“e )” por par de operandos e operacdo. Pode-se entdo utilizar uma arvore para visualizar uma
expressao aritmética na forma como ela seria computada. Cada operador binério e seu par de operandos correspondem a um no da
arvore e suas duas subarvores. Por exemplo, a expressdo a + b *(c/d —e), equivalente a (a + (b * ((c/d) —e))), aparece na Figura
3.4.

Seja v 0 no raiz da subarvore T(v) de T. Os nos raizes wy, W,, ..., W; das subarvores de T(v) sdo chamados filhos de v; v é
chamado pai de wy, Wy, ..., w;. Os nds Wy, W,, ..., w; sdo irmaos. Se z ¢ filho de w,, entdo w, € tio de z e v avd de z. O numero de
filhos de um n6 é chamado de grau de saida desse nd. Se x pertence a subarvore T(v), x é descendente de v, e v, ancestral de Xx.
Nesse caso, sendo x diferente de v, x € descendente proprio de v, e v é ancestral proprio de x. Um n6 que ndo possui descendentes
préprios € chamado de folha. Toda arvore com n > 1 n6s possui no minimo 1 e no maximo n — 1 folhas (Exercicio 3.8). Um no
ndo folha é dito interior.

Exemplo para isomorfismo.

Uma sequéncia de nos distintos vy, v,, ..., V,, tal que existe sempre entre nds consecutivos (V; € V,, V, € Vs, ..., Vi 4 € V) @
relagdo “¢ filho de” ou “é pai de”, ¢ denominada caminho da arvore. Diz-se que v, alcanca v, e vice-versa. Um caminho de k
veértices é obtido pela sequéncia de k — 1 pares da relagdo. O valor k — 1 € o comprimento do caminho. Nivel de um né v é o
namero de n6s do caminho da raiz até o né v. O nivel da raiz é, portanto, igual a 1. A altura de um né v é o nimero de n6s do
maior caminho de v até um de seus descendentes. As folhas tém altura 1. A altura da arvore T é igual ao nivel maximo de seus
nos. Representa-se a altura de T por h(T), enquanto h(v) ¢é a altura da subarvore de raiz v. Observe a arvore T da Figura 3.2(a). O
vertice C e ancestral proprio de G, de H e de F, entre outros. O n6 D é descendente proprio de A. O nivel do vértice F é 3 e sua
altura € 2; o nivel do vértice A é 1 e sua altura é 4. A altura da arvore é 4.

Uma arvore ordenada é aquela na qual os filhos de cada n6 estdo ordenados. Assume-se que tal ordenagéo se desenvolva da
esquerda para a direita. Assim, a arvore T da Figura 3.2(a) e a arvore T’ da Figura 3.5 sdo distintas se consideradas como
ordenadas. Contudo, elas podem se tornar coincidentes mediante uma reordenagéo de nds irmaos.

De modo geral, duas arvores nao ordenadas sdo isomorfas quando puderem se tornar coincidentes através de uma permutacédo
na ordem das subarvores de seus nos. As arvores das Figuras 3.2(a) e 3.5 sdo entdo isomorfas. Por outro lado, duas arvores
ordenadas sdo isomorfas quando forem coincidentes, segundo a ordenagéo existente entre 0s seus nos.

Arvores Binarias



Conforme ja mencionado, as arvores constituem as estruturas ndo sequenciais com maior aplicacdo em computacdo. Dentre as
arvores, as binarias sdo, sem davida, as mais comuns.

Uma &rvore binaria T € um conjunto finito de elementos denominados nods ou Vértices, tal que
- T = e aarvore é dita vazia, ou
- existe um no especial chamado raiz de T(r(T)), e os restantes podem ser divididos em dois subconjuntos disjuntos,

Te(r(T)) e Tp(r(T)), a subarvore esquerda e a direita da raiz, respectivamente, as quais sao também arvores binarias.

A raiz da subarvore esquerda (direita) de um no v, se existir, € denominada filho esquerdo (direito) de v. Naturalmente, o
esquerdo pode existir sem o direito e vice-versa. Analogamente & se¢do anterior, a notacao T(v) indica a (sub) arvore binéria, cuja
raiz € v e cujas subarvores esquerda e direita de T sdo Tg(v) e Tp(v), respectivamente.

A Figura 3.6(a) ilustra um exemplo de arvore binaria T. O né A é araiz de T, enquanto T¢(A) e Tp(A) sdo as subarvores
binarias de T com raizes em B e C, respectivamente. O filho esquerdo de A € o n6 B e o direito é C. O nd B possui D como filho
esquerdo, mas nédo possui filho direito.

Observando atentamente as defini¢des apresentadas, verifica-se que a arvore binéria ndo obedece rigidamente a definigdo de
arvore (ver Exercicio 3.10). Por exemplo, uma arvore binaria pode ter duas subarvores vazias (a esquerda e a direita), enquanto o
mesmo ndo ocorre com arvores gerais. Devem-se, portanto, considerar arvores binarias como uma extenséo do caso geral.
Observe a Figura 3.6. As estruturas das Figuras 3.6(a) e 3.6(b) sdo idénticas (isomorfas) se consideradas como arvores, mesmo se
forem ordenadas, porém sdo distintas como arvores binarias (por qué?). Em particular, sdo também validas para arvores binérias
as definigdes e a notacdo, descritas na se¢do anterior, para arvores gerais.

Arvores binarias.

Toda arvore bindria com n n6s possui exatamente n + 1 subarvores vazias entre suas subarvores esquerdas e direitas. Por
exemplo, a arvore da Figura 3.6(a) possui 9 nos e 10 subarvores vazias: as subarvores esquerda e direita dos nés F, G, H, | e as
subarvores direitas de B e D. A demonstracao desse fato é simples, e é vista a seguir.

Lema 3.1
O numero de subarvores esquerdas e direitas vazias em uma arvore binariacomn>0no6sén + 1.

PROVA Seja T a arvore binaria. Utiliza-se inducdo em n. Se n = 1, o resultado é verdadeiro, visto que T consiste em um Unico nd
r, juntamente com as subarvores esquerda e direita de r, ambas vazias. Se n > 1, pela hipétese de inducédo, assume-se que 0
lema é verdadeiro para todas as arvores com menos de n nds. Da se¢do anterior sabe-se que T possui, pelo menos, uma folha v.
Seja T — v a estrutura obtida de T pela remocéo de v. T — v é certamente uma arvore binaria, pois T — v € exatamente T, exceto
que a subarvore de raiz v foi transformada em vazia. Por outro lado, T — v possui n — 1 nos. Portanto, pode-se aplicar esse lema
a T —v e concluir que T — v possui n subarvores vazias. Comparando-se, agora, T —v com T, verifica-se que todas as suas
subarvores sdo idénticas, exceto que uma subarvore vazia de T — v foi retirada e em seu lugar foi acrescentada uma folha, isto
é, 0 nd v, e mais as duas subarvores, esquerda e direita, de v, ambas vazias. Entdo o nimero total de subarvores vazias de T é
igualan-1+2=n+1.
Em seguida, sdo introduzidos alguns tipos especiais de arvores binarias, bastante utilizadas, e que serdo mencionadas nos
préximos capitulos.



Uma arvore estritamente binaria € uma arvore binaria em que cada n6 possui 0 ou 2 filhos. Uma arvore binaria completa é
aquela que apresenta a seguinte propriedade: se v € um no tal que alguma subarvore de v é vazia, entdo v se localiza ou no ultimo
(maior) ou no penultimo nivel da &rvore. Uma arvore binéria cheia é aquela em que, se v é um n6 com alguma de suas subarvores
vazias, entdo v se localiza no ultimo nivel. Segue-se que toda arvore binaria cheia € completa e estritamente binaria. Como
exemplo, a Figura 3.7(a) ilustra uma arvore estritamente binaria, mas ndo completa. A arvore da Figura 3.7(b) é completa, mas
ndo cheia, enquanto a da Figura 3.7(c) é cheia.

A relacdo entre a altura de uma arvore binéria e o seu numero de nés é um dado importante para varias aplica¢des. Para um
valor fixo de n, indagar-se-ia quais sdo as arvores binarias que possuem altura h méaxima e minima. A resposta ao primeiro
problema é imediata. A &rvore binaria que possui altura méxima é aquela cujos nos interiores possuem exatamente uma subarvore
vazia. Essas arvores sdo denominadas zigue-zague e encontram-se ilustradas na Figura 3.8. Naturalmente, a altura de uma arvore
zigue-zague € igual a n. Por outro lado, uma arvore completa sempre apresenta altura minima, conforme é visto a seguir.

(a) (b) (c)

Arvores estritamente binaria, binaria completa e cheia.

Arvores zigue-zague.

Lema 3.2
Seja T uma arvore binaria completa com n > 0 nés. Entdo T possui altura h minima. Além disso, h=1 + l log nJ :

PROVA Seja T' uma arvore binaria de altura minima com n nos. Se T’ ¢ também completa, entdo T e T’ possuem a mesma altura,
isto €, T possui altura minima. Se T’ ndo ¢ completa, efetua-Se a seguinte operacao: retirar uma folha w de seu ultimo nivel e
tornar w o filho de algum n6 v que possui alguma de suas subarvores vazias, localizado em algum nivel acima do penaltimo.
Repete-se a operacgao até que ndo seja mais possivel realiza-la, isto é, até que a arvore T", resultante da transformagdo, seja
completa. T” ndo pode ter altura inferior a T, pois T' é minima. T” ndo pode ter altura superior a T’, pois nenhum n6 foi
movido para baixo. Entéo as alturas de T' e T" sdo iguais. Como T’ é completa, conclui-se que as alturas de T e T” também
coincidem. Isto é, T possui altura minima.

Para mostrar que h =1 + l log nJ , recorre-se ainducdo. Sen=1,entdoh =1+ l log nJ =1, correto. Quando n > 1,
suponha o resultado verdadeiro para todas as arvores binarias completas com até n — 1 nds. Seja T’ a arvore obtida de T pela
remocdao de todos 0s n6s, em numero de k, do altimo nivel. Logo, T’ é uma arvore cheia com n’ = n —k nds. Pela hipttese de
inducdo, h(T) =1 +l log n'J . Como T’ é cheia, n’= 2" 1, para algum inteiro m > 0. Isto é, h(T") =m. Além disso, | <k<n’
+ 1. Assim,

h(M=1+hT)=1+m=1+log( + 1)=1+L togn'+k)] =1+ 1ogn].



Serdo examinadas a seguir algumas extensdes da arvore binaria.

Seja T uma arvore (ou uma arvore binaria), e vum né de T. Seja T(v) a subérvore de T de raiz v, e S um conjunto de nds T(v)
tal que T(v) — S é uma arvore. A arvore T'= T(v) — S é chamada subéarvore parcial de raiz v. Observe, por exemplo, a arvore T da
Figura 3.9(a). A arvore da Figura 3.9(b) é subarvore de T de raiz E, enquanto a arvore da Figura 3.9(c) e uma subarvore parcial de
T de raiz E, porém ndo é subarvore de T. Observe que a diferenca entre uma subarvore de raiz v e uma subarvore parcial de raiz v
€ que a primeira contém obrigatoriamente todos os descendentes de v, enquanto a segunda, ndo necessariamente.

O X

(e

Subarvore e subarvore parcial.

Uma &rvore m-aria T, m > 2, é um conjunto finito de elementos, denominados nos ou vértices, tais que
— T = e aarvore é dita vazia, ou
- contém um né especial chamado raiz de T(r(T)), e os restantes podem ser sempre divididos em m subconjuntos disjuntos,

as i-ésimas subarvores de r(T), 1 <i<m, as quais sdo também arvores m-arias.

A raiz da i-ésima subarvore de um no v de T, se existir, € denominada i-ésimo filho de v. Naturalmente, a arvore m-aria é uma
generalizacdo da arvore binéria em que cada nd possui m subarvores. A arvore m-aria possui uma ordenagdo implicita nas
subarvores de cada nd, mesmo que algumas ou todas essas subarvores sejam vazias. Por exemplo, as Figuras 3.10(a) e 3.10(b)
ilustram arvores 3-arias (ou ternarias). Observe que o nd w, na Figura 3.10(a), possui um unico filho, mas é possivel a referéncia
as trés subarvores de w, sendo vazias a primeira e a terceira, enquanto a segunda ndo o é.

Analogamente ao caso binario, podem-se definir arvore estritamente m-aria, arvore m-aria completa e cheia. A Figura
3.10(b) representa uma arvore estritamente ternéria.

A importancia das arvores m-arias de um modo geral e, em especial, da arvore binaria decorre do niumero constante de
subarvores de cada no e de sua ordenacao implicita. Quando surge o problema de como representar uma arvore internamente no
computador, observa-se o fato de que este estabelece, necessariamente, uma ordem implicita nos dados, por caracteristicas de
construgdo. Assim sendo, pode-se aproveitar a compatibilidade entre essas duas ordenacdes e eleger a arvore m-aria para
representa-la na memaoria de um computador. Além disso, 0 numero constante de subarvores de cada n6 em muito simplifica a
representacdo. Os detalhes sdo apresentados a seguir.

(a) (b)

Arvores ternarias.

O armazenamento de arvores pode utilizar alocacdo sequencial ou encadeada. As vantagens e desvantagens de uma e outra ja
foram mencionadas no capitulo anterior. Sendo a arvore uma estrutura mais complexa do que listas lineares, as vantagens na
utilizagdo da alocacdo encadeada prevalecem. Mesmo assim, o Exercicio 3.30 apresenta uma estrutura de representacao
sequencial que, em determinadas circunstancias, pode ter um bom desempenho.



N&o é dificil observar que a estrutura de armazenamento para arvores deve conter, em cada nd, ponteiros para seus filhos. A
disposicdo mais econdmica consiste em limitar o nimero de filhos a dois, exatamente o caso de arvores binarias. Note que o
ntmero de subarvores vazias cresce com o aumento do pardmetro m das arvores m-arias (Exercicio 3.13). Para um dado valor de
n, a arvore binéria é aquela que minimiza o nimero de ponteiros necessarios.

O armazenamento de uma arvore binaria surge naturalmente de sua definicdo. Cada n6 deve possuir dois campos de ponteiros,
esq e dir, que apontam para as suas subarvores esquerda e direita, respectivamente. O ponteiro ptraiz indica a raiz da arvore. Da
mesma forma que na alocacéo encadeada de listas lineares, a memdria € inicialmente considerada uma lista de espaco disponivel.
Os campos do no da arvore que contém as informacGes pertinentes ao problema serdo aqui representados como um s6 campo de
nome info. Excetuando-se este Gltimo, necessita-se, entdo, de 2 n + 1 unidades de memaria para representar uma arvore binaria
com n nos.

A Figura 3.11 ilustra a estrutura de ponteiros usada no armazenamento da arvore binaria da Figura 3.6(b).

raiz

Armazenamento de uma arvore binaria.

Percurso em Arvores Binarias
Nesta secao sdo apresentados algoritmos para efetuar um percurso em uma arvore binaria. Por percurso entende-se uma visita
sistematica a cada um de seus nés; esta € uma das operacdes basicas relativas a manipulacao de arvores. Uma arvore é,
essencialmente, uma estrutura ndo sequencial. Por isso mesmo, ela pode ser utilizada em aplicagdes que demandem acesso direto.
Contudo, mesmo nesse tipo de aplicacdo é imprescindivel conhecer métodos eficientes para percorrer toda a estrutura. Por
exemplo, para listar o contetido de um arquivo é necessario utilizar algoritmos para percurso.

Para percorrer uma arvore deve-se, entdo, visitar cada um de seus nés. O conceito de visita, nesse caso, possui um carater bem
especifico. Visitar um nd significa operar, de alguma forma, com a informacéo a ele relativa. Por exemplo, imprimir, atualizar
suas informacdes etc. Em geral, percorrer uma arvore significa visitar os seus nds exatamente uma vez. Contudo, no processo de
percorrer a arvore pode ser necessario passar varias vezes por alguns de seus n6s sem visita-los. A seguir sdo discutidas as ideias
principais nas quais se baseiam alguns dos algoritmos de percurso em arvore.

Um dos passos de qualquer algoritmo de percurso € visitar a raiz v de cada subarvore da arvore T. Além disso, pode-se
assumir que o algoritmo opere de forma tal que o percurso de T seja uma composicao de percursos de suas subarvores. Nesse
caso, poder-se-iam se identificar, no percurso de T, 0s percursos de suas subarvores em forma contigua. Esses percursos
correspondem, no algoritmo, as operacdes de percorrer subarvores esquerda e direita de v, para cada nd v de T. Essas trés
operacgOes (visitar e percorrer subarvores esquerda e direita) comp8em um algoritmo. Resta definir em que ordem essas operac¢des
serdo realizadas em cada caso. Por exemplo, pode-se pressupor que as ordens serdo as mesmas para todos 0s n6s. Ainda assim,
obtém-se percursos diferentes, dependendo da ordem relativa dessas operagdes. Cada um desses percursos pode ser mais ou
menos adequado a um problema de aplicagdo dado. S&o apresentados a seguir trés percursos diversos.

O percurso em pré-ordem segue recursivamente os seguintes passos, para cada subarvore da arvore:

- visitar a raiz;
— percorrer sua subarvore esquerda, em pré-ordem;
- percorrer sua subarvore direita, em pré-ordem.
Para a arvore da Figura 3.11, o percurso em pre-ordem para impressao de nds fornece a seguinte saida: ABDGCEHIF.



O Algoritmo 3.1, um algoritmo recursivo para 0 percurso em pré-ordem, & muito simples. A variavel pt, parametro do
procedimento, € um ponteiro que indica a raiz da subarvore que est4 sendo considerada na chamada ativa. Em cada chamada,
somente esse no é analisado. Apds a visita a esse no, a existéncia de subarvore esquerda é testada. Caso a resposta seja afirmativa,
a chamada recursiva fard com que se percorra toda essa subarvore antes que a subarvore direita seja analisada.

A versdo ndo recursiva deve entdo manter sempre atualizados os caminhos percorridos a partir da raiz da arvore. Uma forma
conveniente para se implementar tal procedimento consiste na utilizacdo de uma pilha. O no é visitado ao ser colocado na pilha,
enquanto a retirada da pilha indica o final da visita & subarvore cuja raiz é o né considerado. Além do caminho percorrido na
arvore, deve ser armazenada a dire¢do do percurso, isto &, se o0 caminho tomado a partir de cada n6 é referente a sua subarvore
esquerda ou direita. Isto ocorre porque 0 nd so é retirado da pilha apds ambos os percursos serem realizados. Essa versdo, um
pouco mais trabalhosa do que a apresentada aqui, é deixada ao leitor.

Algoritmo 3.1 Percurso em pré-ordem

procedimento pre(pt)
visita(pt)
sept1.esq#A entdo pre(pt 1.esq)
septt.dir#A entao pre(pt 1.dir)

se ptraiz #\ entéao pre(ptraiz)

Um exemplo interessante de aplicacdo para esse percurso utiliza a expressao aritmética apresentada na arvore binaria da
Figura 3.4. Aplicando o percurso em pré-ordem a arvore da figura, encontra-se a expressao + a* b —/cde, que corresponde a
mesma expressao em notacdo polonesa (Exercicio 3.22).

O percurso em ordem simétrica é muito utilizado para arvores binarias de busca, um dos assuntos do proximo capitulo. Os
passos que o compdem sdo 0s seguintes, para cada uma de suas subarvores:

— percorrer sua subarvore esquerda, em ordem simétrica;
- visitar a raiz;
- percorrer sua subarvore direita, em ordem simétrica.

O Algoritmo 3.2, que mostra o procedimento recursivo que implementa esse percurso, é semelhante ao Algoritmo 3.1. A Unica
diferenca decorre da propria definicdo, uma vez que a visita ao n6 apontado por pt é feita apds a chamada recursiva que estabelece
0 percurso da subarvore esquerda.

Algoritmo 3.2 Percurso em ordem simétrica

procedimento simet(pt)
se pt 1. esq # A entao simet(pt 1. esq)
visita(pt)
se pt 1. dir #X entéo simet(pt 1. dir)
se ptraiz # A enté&o simet(ptraiz)
O Algoritmo 3.2, aplicado a arvore da Figura 3.11 para impressao de seus nos, fornece o seguinte resultado: DGBAHEIC

Como exemplo de aplicacdo, o Exercicio 3.23 utiliza o percurso em ordem simétrica em sua solucao.
Finalmente, de uma terceira alternativa de percurso, 0 percurso em pds-ordem, constam 0s seguintes passos:
— percorrer sua subarvore esquerda, em pds-ordem;
— percorrer sua subarvore direita, em pds-ordem;
- visitar a raiz.
A implementacao recursiva do percurso em pds-ordem, apresentada no Algoritmo 3.3, introduz poucas variagdes em relagdo
aos Algoritmos 3.1 e 3.2. A implementacdo nao recursiva € também deixada ao leitor.

Algoritmo 3.3 Percurso em pas-ordem




procedimento pos(pt)
se pt 1. esq # A ent&o pos(pt 1.esq)
se pt 1. dir £\ ent&o pos(pt 1.dir)
visita(pt)
se ptraiz # A entéo pos(ptraiz)
O percurso em po6s-ordem na arvore da Figura 3.11 fornece o resultado GDBHIE F C A.
Em qualquer um dos trés percursos apresentados, o procedimento correspondente é chamado recursivamente tantas vezes
quantos sdo os nos da arvore.
Sendo n esse valor, a complexidade dos percursos, considerando-se o procedimento visita de complexidade constante, & O(n).
O célculo da altura de todos os nds de uma arvore binaria € uma aplicagdo do percurso em pos-ordem. A altura das folhas, pela
propria definicdo, € um. Para os outros nds, por exemplo v, € necessario conhecer o comprimento do maior caminho de v até um
de seus descendentes. Isto equivale a dizer que a altura de v deve ser calculada apos a visita a seus descendentes. O Algoritmo 3.4
mostra a implementacao do procedimento visita(pt), que executa a tarefa de determinar a altura do né apontado por pt. Considera-
se altura um campo do nd da arvore. As variaveis auxiliares altl e alt2 armazenam, respectivamente, as alturas das subarvores
esquerda e direita do n6 em questdo. A altura desejada correspondera a maior altura dentre as de suas duas subarvores
incrementada de um.

Algoritmo 3.4 Calculo da altura de um né da arvore binaria

procedimento visita(pt)
se pt 1. esq #A entédo
altl := (pt 7.esq) 1.altura
sendo altl :=0
se pt 1. dir £\ entéo
alt2: = (pt 1.dir) 1.altura
sendo alt2:=0
se altl > alt2 entdo
pt 1. altura:=altl +1
sendo pt 1. altura:=alt2 + 1

Existem outras formas de percorrer uma arvore binaria além das trés aqui estudadas. Por exemplo, o percurso em nivel é
aquele em que os nos sao dispostos em ordem nédo decrescente de seus niveis. Esse percurso é unico quando se define a ordem em
que 0s nos do mesmo nivel sdo visitados, por exemplo, da esquerda para a direita. O percurso em nivel, segundo esse critério, para
a arvore da Figura 3.11 fornece a sequénciaABCDEFGH .

Observe que um percurso em nivel difere, em sua esséncia, dos percursos em pré-ordem, ordem simétrica e pés-ordem.
Enquanto nesses ultimos o percurso da arvore pode ser decomposto em percursos (contiguos) de suas subarvores, 0 mesmo nao
acontece com o percurso em nivel. Por esse motivo, o percurso em nivel é de carater nao recursivo, isto é, um algoritmo para obter
um percurso em nivel ndo deve ser recursivo. De forma equivalente, o algoritmo ndo deve usar a pilha como estrutura de dados
auxiliar. Na realidade, tal algoritmo pode ser facilmente descrito através do uso de uma fila (Exercicio 3.27).

Até o presente momento, considerou-se unicamente o percurso em arvores binarias. Ndo ha dificuldade em generalizar esse
conceito para arvores. Basta considerar que cada n6 possui, agora, um nimero qualquer de subarvores e realizar o percurso em
cada uma dessas subarvores.

Dessa forma, pode-se definir o percurso em pré-ordem de uma arvore qualquer da seguinte maneira. Para cada uma de suas
subarvores, € preciso efetuar, recursivamente, 0s passos:

— visitar a raiz;
— percorrer a primeira subarvore em pré-ordem;
— percorrer a segunda subarvore em pré-ordem;



Por exemplo, o percurso em pré-ordem da arvore da Figura 3.5é AC D G H F | E B. Observe que a defini¢do assume,
implicitamente, uma ordenacdo das subarvores.

De maneira analoga, pode-se definir o percurso em p6s-ordem de uma arvore qualquer (Exercicio 3.33). A definicdo de
percurso em nivel é igual e abrange também arvores ndo binarias.

Os algoritmos para percorrer arvores quaisquer devem supor, de inicio, a arvore representada internamente no computador de
alguma forma. Esse assunto sera abordado na proxima secéo.

Conversao de uma Floresta
Todos os algoritmos examinados, até 0 momento, para arvores binarias supdem que estas estejam representadas, internamente no
computador, como descrito na Secao 3.3. Essa representacdo corresponde a utilizacdo, em cada no, de dois campos de ponteiros
para as raizes das subarvores esquerda e direita. No caso de uma arvore com n nos, seriam necessarias 2n posi¢des de memoria
para esses ponteiros.

Considere, agora, o problema de representacdo interna de uma arvore qualquer. Poder-se-ia imaginar, inicialmente, a seguinte
extensdo direta da solucdo anterior, para arvores binarias. Numa arvore qualquer, cada né pode possuir um nimero arbitrario de
subarvores. Seja m o maior nimero de filhos dentre os nos da arvore. Entdo cada no6 da arvore pode ser representado com m
campos de ponteiros para as raizes de suas subarvores. Essa representacao, ainda que correta, implica um grande desperdicio de
memdria. Como m = O(n), os m campos de ponteiros em cada né correspondem a utilizacdo de O(n?) posicoes de memoria — um
consumo inaceitavel de memoria, visto que apenas n — 1 dos O(n?) campos contém ponteiros diferentes de . Um exemplo
extremo é apresentado na Figura 3.12.

Felizmente, existem maneiras mais eficientes de representacdo de arvores, conforme sera descrito a seguir.

(A)
OGXOXC,

Arvore representada por uma matriz.

> > > > D
> > > > 0
> > > > 0
> > > > m
> > > > M

A ideia béasica consiste em converter a arvore dada em uma arvore binaria. Em seguida, usar a representacdo de arvores
binérias, ja descrita anteriormente. Por meio dessa conversdo, obtém-se uma arvore binaria com o mesmo numero de nos que a
arvore original. Do contrario, poderia ndo ser eficiente. Além disso, a conversao € Unica, pois sempre produz uma mesma arvore
binaria, a qual pode, em qualquer ocasido, ser reconvertida na arvore original (Exercicio 3.35).

Seja T uma arvore qualquer. T € convertida em uma arvore binaria B(T) da seguinte maneira. B(T) possui um né B(v), para
cadano v de T. As raizes de T e B(T) coincidem.

— O filho esquerdo de um no6 B(v) em B(T) corresponde ao primeiro filho de v em T, caso exista. Se ndo existir, a subarvore
esquerda de B(v) € vazia.

— O filho direito de um né B(v) em B(T) corresponde ao irmdo de vem T, localizado imediatamente a sua direita, caso
exista. Se ndo existir, a subarvore direita de B(v) é vazia.

Como exemplo, a arvore da Figura 3.13(a) aparece convertida na arvore bindria da Figura 3.13(b). Observe que as liga¢es
para os filhos esquerdo e direito aparecem como linhas verticais e horizontais, respectivamente. A Figura 3.13(c) mostra a arvore
binaria da Figura 3.13(b), com uma rotagéo de 45°.

Essa conversao € valida inclusive para florestas. Para converter uma floresta em uma arvore binaria, basta considerar as raizes
das arvores da floresta como nds irmaos e aplicar a conversao anterior. Por exemplo, a floresta da Figura 3.14(a) pode ser
convertida na arvore binaria da Figura 3.14(b).

O Algoritmo 3.5 descreve a conversao de uma floresta em &rvore binaria. Sendo os nds da floresta rotulados de 1 a n, a entrada
do algoritmo é um vetor de n conjuntos. O conjunto C, tem como elementos os filhos do no de rétulo k. Deve ser criado um
conjunto especial, C,4, correspondente a um no-cabeca, apontado por ptraiz, pai das raizes das arvores que constituem a floresta.



O procedimento arvore determina, para cada nd, sua posi¢ao na arvore binaria. Sdo passados como parametros o valor do
rotulo do nd corrente, que possibilita a recuperacao dos filhos do n6 na arvore original, e o ponteiro para o Gltimo no analisado. O
primeiro filho de cada n6 tem um tratamento especial, uma vez que este deve ser o no indicado pelo ponteiro esquerdo de seu pai.
A variével ldgica pai identifica essa condicéo.
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Conversao de arvore em arvore binaria.
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Conversao de uma floresta.

Algoritmo 3.5 Conversao de uma arvore qualquer em arvore binaria

procedimento arvore(v, pt)

pai :=V
para we C [v] faga
ocupar(ptnovo) % solicitar e preencher novo no

ptnovo 1. esq :=A; ptnovo 1. dir ;=2
ptnovo 1. info :=w

se pai entéo % inserir & esquerda
pt 1. esq := ptnovo
pai :=F

sendo pt 1. dir ;= ptnovo % inserir a direita

arvore(w, ptnovo)
pt := ptnovo



ocupar(pt); pt 1. info := cabeca % preparar no-cabeca

ptt.esq:=A; pt1.dir:=2

ptraiz := pt % ponteiro para 0 nd-cabeca

arvore(n + 1, pt)

No Algoritmo 3.5 cada né da arvore é considerado exatamente uma vez, ou seja, 0 numero de passos que o algoritmo efetua,
no total, é igual a O(n).

Assim sendo, toda &rvore com n nés pode ser representada, internamente em um computador, de forma eficiente, utilizando-
se, para seus ponteiros, apenas 2 n posi¢oes de memoria.

Arvores com Costura
Como se pode notar na estrutura de armazenamento até o0 momento utilizada para arvores, ha um grande nimero de ponteiros
(campos esq e dir) sem informacao relevante, isto €, que apontam para A (Exercicio 3.24). A ideia que se apresenta entdo é
aproveitar a memoria de maneira mais eficiente, armazenando nesse espaco uma informacéo atil. Por exemplo, seja esq 0 campo
considerado, relativo ao nd v. Se o conteudo de esq é A, este pode ser substituido por um ponteiro para o nd anterior a v,
considerando-se um determinado percurso de arvores binarias. Essa informacdo podera ser utilizada, por exemplo, pelo algoritmo
que produz o percurso, de forma a acelera-lo. No caso de o conteido de dir ser A, a ideia ¢ substitui-lo pelo ponteiro para o0 n6 que
sucede v no percurso. A arvore construida dessa forma € chamada arvore com costura. Para que se possa distinguir entre o
contetido de um campo de ponteiro tradicional e os novos ponteiros (as “costuras”), introduzem-se NOVOS campos ecostura e
dcostura, cujo conteudo é de valores légicos, indicando a existéncia, ou ndo, de costura a esquerda e costura a direita,
respectivamente. Note que cada um desses campos ocupa apenas um digito binario. Assim, por exemplo, se pt for o ponteiro
relativo ao nd v, pt 1. ecostura = V se pt 1. esq corresponde a uma costura e pt 1. ecostura = F quando pt 1. esq aponta para o filho
esquerdo de v.

A
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[ D ]

Representacado da arvore binaria com costura.

‘_‘%|1| Fi

E 6bvio que uma mesma arvore gera tantas arvores com costura quantos s3o os percursos considerados, uma vez que cada
costura diz respeito a um determinado tipo de percurso.

A Figura 3.15 apresenta a arvore da Figura 3.11 devidamente “costurada”, considerando-se 0 percurso em ordem simétrica.

No armazenamento da arvore com costura € introduzido um né-cabeca que permitira maior eficiéncia na construcéo de
algoritmos. Como ja foi dito, a costura simplifica o caminhar na arvore binaria. Os Algoritmos 3.6 e 3.7 apresentam,
respectivamente, a pesquisa do sucessor e do antecessor de um no da arvore apontado por ptl, considerando-se a ordem simétrica.
A resposta, em ambos os procedimentos, € devolvida em pt2. Caso ndo exista 0 n6 procurado, pt2 aponta para o no-cabeca, isto &,
toma o valor de ptraiz.

Algoritmo 3.6 Pesquisa do sucessor

procedimento suc(ptl, pt 2)
pt2 :=ptl 1. dir
se ndo ptl 1. dcostura entéo



enquanto néo pt2 1. ecostura faga
pt2 := pt2 1. esq

Algoritmo 3.7 Pesquisa do antecessor

procedimento pred(ptl, pt2)
pt2 :=ptl 1. esq
se néao ptl 1. ecostura entéao
enquanto néo pt2 1. dcostura
pt2 :=pt2 1. dir
Um percurso de uma arvore binaria pode ser realizado pela pesquisa do sucessor repetida para todos os nés, a partir do
primeiro n6 do percurso. Como o leitor ja deve ter observado, esta é uma implementacao nédo recursiva para o percurso em ordem
simétrica. Qual sera a complexidade desse método?

Exercicios

3.1 Desenvolver um algoritmo para produzir uma representacdo de uma arvore segundo o método das barras, dada a
representacdo hierarquica.

3.2 Desenvolver um algoritmo para produzir uma representacao hierarquica de uma arvore, dada a sua representacao
pelo método de barras.

3.3 Provar que a representacao por parénteses aninhados é, de fato, uma representagéo.

3.4 Mostrar que toda arvore pode ser representada por uma sequéncia bindria. Quantos 0’s e 1’s possui essa sequéncia?

3.5 Mostrar a equivaléncia entre as representacdes de uma arvore através do diagrama de incluséo e de parénteses
aninhados.

3.6 Representar, através de uma arvore, a seguinte expressao aritmética:

[(a+b)(c + d)/e] - [(f + g)h].

3.7 Provar ou dar contraexemplo:
Se v é o pai de um né w de uma arvore T, entdo:
M nivel(v) = nivel(w) + 1;
(i) altura(v) = altura(w) + 1;
(iii) max, . 1 {altura(v)} = max, o+ {nivel(v)}.
3.8 Mostrar que toda arvore com n > 1 nds possui no minimo 1 e no maximo n — 1 folhas.
3.9 Provar ou dar contraexemplo:
Numa representacao de arvores pelo método das barras,

M as barras correspondentes a nds irmaos ocorrem necessariamente em linhas consecutivas;
(i) 0 comprimento da barra correspondente a um n6 v é maior do que o de um n6 w se e somente se v for ancestral
préprio de w.

3.10 Justificar o motivo pelo qual uma arvore binaria ndo é formalmente uma arvore.

3.11 Provar ou dar contraexemplo:
As arvores binarias sdo exatamente as arvores ordenadas, em que cada n6 possui no maximo dois filhos.

3.12 Provar ou dar contraexemplo:
Uma arvore binaria é completa se e somente se ela possuir altura minima para um dado nimero de nos.

3.13 Mostrar que o nimero de subarvores vazias de uma arvore m-ariacomn >0nésé (m—1)n + 1.

3.14 Mostrar que uma arvore m-aria completa é aquela que possui altura minima dentre todas as arvores m-arias, m > 1,
com n > 0 nos.

3.15 Determinar o valor das alturas maxima e minima de uma arvore m-aria, m > 1, com n > 0 nos.
+3.16 Quantos percursos distintos existem em uma arvore binaria, obtidos através da aplicacdo das trés operacdes béasicas
de visitar a raiz, percorrer a subarvore esquerda e a direita, para cada no, supondo que a mesma ordem seja aplicada a
todos 0s n0s? Escrever esses percursos para a arvore da Figura 3.11.



(i)

(iv)

3.17 Seja um percurso definido pelas seguintes operagdes:
Ordem A
visitar a raiz;
percorrer a subarvore esquerda de v na ordem A,
percorrer a subarvore direita de v na ordem B.
Ordem B
percorrer a subarvore esquerda de v na ordem B;
visitar a raiz;
percorrer a subarvore direita de v na ordem A.
Supondo que o processo se inicie pela raiz da arvore, em ordem A, escrever o percurso final obtido quando o algoritmo for
aplicado a arvore da Figura 3.11.
3.18 Construir um algoritmo nao recursivo para 0 percurso em pré-ordem de uma arvore binaria. Sugestao: utilizar uma

pilha.

3.19 Construir um algoritmo ndo recursivo para o percurso em ordem simétrica de uma arvore binaria. Sugestao: utilizar
uma pilha.

3.20 Construir um algoritmo nao recursivo para o percurso em pos-ordem de uma arvore binaria. Sugestao: utilizar uma
pilha.

3.21 Escrever um algoritmo nao recursivo para efetuar um percurso em pré-ordem em uma arvore binaria sem utilizar
uma pilha.

3.22 Uma expressdo aritmética, em notacdo polonesa, é definida recursivamente da seguinte maneira:

Uma expressao, em notacao polonesa, consiste em um operando ou, entdo, em um operador seguido por duas expressoes
em notacdo polonesa. Em vista disso, toda expressao aritmética pode ser escrita de forma ndo ambigua em notacéao
polonesa, dispensando-se 0 uso de parénteses. Escrever um algoritmo para transformar uma dada expressdo aritmética em
notacdo polonesa.

3.23 Dada a arvore binaria que representa uma expressao aritmética (considerando-se apenas operacdes binarias), gerar a
mesma expressdo em notacdo completamente parentizada. Sugestao: utilizar o percurso em ordem simétrica.

3.24 Quantos campos iguais a A possui a estrutura de armazenamento de uma arvore bindria qualquer?

3.25 Escrever um algoritmo para determinar o nimero de nos das subarvores de v, para cada n6 v de uma arvore binaria.

3.26 Escrever um algoritmo para determinar o pai de cada nd v de uma arvore binéria.

3.27 Descrever um algoritmo para percorrer em nivel uma arvore binaria. Sugestdo: utilizar uma fila.

3.28 O percurso em altura de uma arvore binéria é aquele em que 0s nés sdo dispostos em ordem nao decrescente de suas
alturas. Descrever um algoritmo para efetuar um percurso em altura de uma arvore binéria.

3.29 Escrever um algoritmo para desenhar uma arvore binaria, supondo que o nimero de nés nao exceda o limite maximo
de caracteres que pode ser impresso, em uma linha, por uma impressora. Sugestao: para cada no v, utilizar como abscissa a
posi¢do de v num percurso em ordem simétrica e, como ordenada, o nivel de v.

3.30 Considerar a seguinte estrutura de armazenamento para arvores. A estrutura se comp@e de dois vetores. Um deles
contém os nds em pré-ordem. O outro, um vetor auxiliar, indica, para cada nd v, o indice do n6 que imediatamente se
segue a subarvore de raiz v, se existir. Caso ndo exista, essa informacao é L. Para a Figura 3.2(a), a estrutura de
armazenamento seria a seguinte:

Vetores de armazenamento:

1234567829 indice

A BCDGHEF]I vetor

A3 A7678AA auxiliar

Apresente um algoritmo para determinar os niveis dos nés na arvore.

3.31 O percurso de uma arvore em pré-ordem resultou na impressdo da sequénciaABCFHDLMPNEG I, eo0
percurso da mesma arvore em ordem simétrica resultouem FCHBD LP M N A | G E. Construa uma arvore que
satisfaca esses percursos. Ela é Gnica?

3.32 Provar ou dar contraexemplo:

Uma arvore binéria pode ser construida, de forma Unica, a partir das seguintes informagdes:

Os percursos em pré-ordem e ordem simétrica.
Os percursos em pré-ordem e pos-ordem.

(iii) Os percursos em pré-ordem e em nivel.

Os percursos em ordem simétrica e em nivel.



(V) O percurso em pré-ordem e a informacdo do nimero de nds em cada subarvore.
(vi) O percurso em pds-ordem e a informacéo do nimero de nds em cada subarvore.

(vii) O percurso em nivel e a informacdo do nimero de nds em cada subarvore.

3.33 Definir percurso pos-ordem de uma arvore (qualquer) ordenada. Escrever o resultado do percurso para a arvore da
Figura 3.5.

3.34 Descrever um algoritmo para obter o percurso em pré-ordem para uma arvore qualquer. Sugestdo: utilizar o
algoritmo de conversao de uma arvore qualquer em binéria.

3.35 Mostrar que a arvore binaria obtida de uma arvore qualquer T, segundo a conversao da Secédo 3.5, pode ser
reconvertida em T. Descrever um algoritmo para tal.
*3.36 Caracterizar a familia de arvores T tais que as arvores binarias convertidas B(T), segundo a Secéo 3.5, sejam sempre
estritamente binérias.

3.37 Descrever algoritmos para obter 0 antecessor e 0 sucessor de um n6 de uma arvore binéria com costura segundo um
percurso em pré-ordem.

3.38 Descrever algoritmos para obter o antecessor e o sucessor de um né de uma arvore binaria com costura segundo um
percurso em pos-ordem.

3.39 Descrever um algoritmo para verificar se duas arvores ordenadas sdo ou nao isomorfas.

3.40 Descrever um algoritmo para verificar se duas arvores ndo ordenadas sdo ou ndo isomorfas.

Notas Bibliograficas

As arvores figuram na literatura desde o século passado, seja através de um tratamento matematico puro ou em aplicagdes como na eletricidade e na
quimica organica. Contudo, os conceitos basicos relativos as arvores de uso na computacéo apareceram, naturalmente, depois. Sua formulacéo foi
realizada, em boa parte, por Knuth [Kn73], o qual exerceu enorme influéncia na maneira pela qual o assunto é atualmente enfocado.



Capitulo 4

Arvores Binarias de Busca

Introducao
Neste capitulo sdo descritas estruturas de dados adequadas a solugdo de problemas de busca. Dado um conjunto de elementos,
onde cada um é identificado por uma chave, o objetivo € localizar nesse conjunto o elemento correspondente a uma chave
especifica procurada. Em capitulos anteriores, foram examinados métodos diferentes para resolver esse problema, como busca
linear e linear ordenada. No presente capitulo serdo vistos métodos de solugdo que empregam determinados tipos de &rvores como
estruturas nas quais se processa a busca. Ou seja, 0s elementos do conjunto sdo previamente distribuidos pelos nés de uma arvore
de forma conveniente. A localizacdo da chave desejada € entdo obtida através de um caminhamento apropriado na arvore.

E importante ressaltar, mais uma vez, a relevancia desse problema na area de computag&o, em especial nas aplicacdes néo
numéricas. Sem duvida, a operacdo de busca € uma das mais frequentemente realizadas. VVarios métodos de solu¢do empregam
arvores como estrutura de armazenamento das chaves. Neste capitulo sdo examinados dois desses métodos: a arvore binaria de
busca propriamente dita e a arvore de partilha. O primeiro deles é estudado na Secgdo 4.2. Apds a introdugdo dos conceitos basicos,
essa secdo apresenta os algoritmos para busca e inser¢do em arvores binarias de busca. Em seguida, é considerado o caso real em
que as chaves que compdem o problema da busca podem possuir frequéncias de acesso distintas. Para esse caso, é descrito um
algoritmo que constrdi a arvore étima. Finalmente, uma solucdo mais sofisticada para o problema é descrita na Secao 4.3: arvore
de partilha.

Arvore Binaria de Busca

Conceitos Basicos, Busca e Insercao

Seja S ={s,, ..., S,} 0 conjunto de chaves satisfazendo s, < ... <s,. Seja x um valor dado. O objetivo é verificar se x € S ou ndo.
Em caso positivo, localizar x em S, isto €, determinar o indice j tal que x =s;.
Para resolver esse problema, emprega-se uma arvore binaria rotulada T, com as seguintes caracteristicas:
(i) T possui n nos. Cada né v corresponde a uma chave distinta s; € S e possui como rétulo o valor rt(v) = ;..
(i) Sejaum no v de T. Seja também v,, pertencente a subarvore esquerda de v. Entdo

rt(vy) < rt(v).
Analogamente, se v, pertence a subarvore direita de v,
rt(v,) >rt(v).

A arvore T denomina-se arvore binéria de busca para S. Naturalmente, se |S| > 1, existem varias arvores de busca para S. A
Figura 4.1 ilustra duas dessas arvores para o conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

Essa definigdo sugere como utilizar a arvore binaria para resolver o problema de busca. Para determinar o indice j tal que s;
seja igual a chave desejada x, deve-se percorrer o caminho em T desde a sua raiz até s;. Para determinar esse caminho, o passo
inicial consiste em considerar a raiz de T. No passo geral, seja v 0 n6 considerado. Se x = rt(v), a busca termina, pois a chave
desejada foi encontrada. Caso contrario, 0 novo né a considerar sera o filho esquerdo w;, ou o direito w, de v, conforme,
respectivamente, x < rt(v) ou x > rt(v). Caso nao exista o n6 que deveria ser considerado, w, ou w,, a busca termina. Nesta Ultima
hipotese, S ndo contém a chave procurada x.



O algoritmo seguinte implementa a ideia. Suponha que a arvore esteja armazenada da forma habitual, isto é, para cada no v,
esq e dir designam os campos que armazenam ponteiros para os filhos esquerdo e direito de v, respectivamente. A raiz da arvore é
apontada por ptraiz. A varidvel f designa a natureza final da busca. Tem-se entéo

IaN

Arvores binarias de busca.

(a) (b)

f=0, se aarvore é vazia.
f=1, se x € S. Nesse caso, pt aponta para o0 n6 procurado.
f>1,sex¢gS.

Algoritmo 4.1 Busca em arvore binaria de busca

procedimento busca-arvore(x, pt, f)
sept=Lentdof:=0
sendo se x=pt?.chave entdof:=1
sendo se X <pt1.chave entéo
septf.esq=Aentdof:=2
sendo pt :=pt 1.esq
busca-arvore(x, pt, f)
sendo septf.dir=Aentdof:=3
sendo pt:=pt 1.dir
busca-arvore(x, pt, f)

pt := ptraiz; busca-arvore(x, pt, f)

Para determinar a complexidade desse algoritmo, basta observar que, em cada passo, isto €, em cada chamada do
procedimento busca-arvore, é efetuado um numero constante de operagdes. Assim sendo, a complexidade é igual ao nimero total
de chamadas ocorridas no processo. Esse nimero é também igual ao nimero de nos existentes no caminho desde a raiz de T até o
no v onde o processo termina. Em um pior caso, v pode se encontrar a uma distancia O(n) da raiz de T. Assim sendo, este valor
O(n) constitui a complexidade da busca para uma arvore T genérica.

Da observacéo anterior, conclui-se que a complexidade da busca, para uma arvore T, é igual (no pior caso) a sua altura. Assim
sendo, a eficiéncia do pior caso do algoritmo sera tdo maior quanto menor for a altura de T. Portanto, € conveniente tentar uma
construcao da arvore T, de modo a obté-la com altura minima. A arvore que possui essa propriedade, para um conjunto de n
chaves, é precisamente a completa, conforme demonstrado no capitulo anterior. Nesse caso, a complexidade do algoritmo € igual
a O(log n). O lema seguinte fornece uma relagdo entre a altura e 0 nimero de nds de uma &rvore binaria completa.

Seja T uma arvore binaria completa com n nés e altura h. Entéo

2" l<n< 2],



PROVA O valor n = 2" — 1 ocorre quando a arvore é cheia. Nesse caso, basta observar que o nimero de nds em um dado nivel é
exatamente igual ao dobro do anterior. O valor 2" corresponde ao caso em que ha exatamente apenas um né no ultimo nivel
deT.

Para resolver o problema de inserg&o de nos na arvore de busca T, utiliza-se também o procedimento busca- arvore do
Algoritmo 4.1. Seja x o valor da chave que se deseja inserir em T e novo- valor a informacdo associada a x. A ideia inicial é
verificar se x € S. Em caso positivo, trata-se de uma chave duplicata e a insercdo ndo pode ser realizada. Se x € S, a chave de
valor x sera o rétulo de algum novo né w, situado a esquerda ou a direita de v, para f = 2 ou f = 3, respectivamente, de acordo com
0 procedimento busca-arvore. O Algoritmo 4.2 descreve 0 processo.

Algoritmo 4.2 Insercao em arvore binaria de busca

pt := ptraiz; busca-arvore(x, pt, f)
sef=1entédo
“Insercdo invalida”
sendo ocupar(ptl)
ptl 7. chave :=x; ptl 1. info := novo-valor
ptl 7. esq:=A; ptl 1. dir:=A
se f =0 entéo ptraiz := ptl
sendo sef=2entéo
pt 1. esq:=ptl
sendo pt 1. dir ;= ptl

A complexidade desse processo € igual a do procedimento de busca busca-arvore. O problema da constru¢do de uma arvore
binéria de busca € examinado a seguir.

Para construir uma arvore binaria de busca, pode-se utilizar o Algoritmo 4.2, uma vez para cada no. Seja {s,, ..., S,} 0
conjunto de chaves, ndo necessariamente ordenado, para o qual se deseja construir a arvore T. Um possivel algoritmo pode
consistir no seguinte procedimento. No passo inicial, seja T(1) a arvore formada por um so6 né, rotulado s,. Em seguida, para j = 2,
..., N, utilizando o Algoritmo 4.2, inserir em T(j — 1) um novo ng, cujo rétulo € s;, e denotar por T(j) a arvore assim obtida. Ao
final, T(n) é uma arvore binaria de busca para {s,, ..., S,}. Contudo, a arvore T(n) pode ndo ser muito adequada para a operacao de
busca, pois, dependendo do conjunto S, pode possuir altura n. A complexidade dessa construgdo alcancga o valor O(n?). Uma
arvore zigue-zague é um exemplo desse caso.

Observa-se que a arvore obtida depende, na realidade, da ordem em que os nés foram considerados. Por exemplo, a arvore da
Figura 4.1(a) pode ser construida considerando-se a permutagdo 3172546 das chaves, pois a raiz da arvore, a chave 3, foi a
primeira a ser inserida. Em seguida, o nd 1 pode ser incluido na arvore etc. Naturalmente, ha outras permutacdes das chaves que
produzem essa mesma arvore.

Para construir uma arvore de busca completa, basta aplicar a construgdo anterior ao conjunto de chaves convenientemente
reordenado. Sejam s, € S,,; duas chaves ficticias e definidas como ja inseridas na arvore final T. A ideia consiste em, a cada passo,
inserir em T alguma nova chave que seja de indice médio entre duas chaves s; e s;, ja inseridas em T, e tais que nenhuma outra
chave tenha sido ainda inserida entre essas duas. Essa nova chave torna-se ja inserida, e repete-se o processo. Além de obter uma
arvore completa, ou seja, mais conveniente para a operacdo de busca, essa construcdo é também mais eficiente que a anterior. Sua
complexidade € O(n log n).

A arvore completa é 6tima para o problema da busca no caso em que as frequéncias de acesso aos diferentes nds sdo todas
idénticas. Em um caso real, contudo, essas frequéncias podem ser diferentes. Por exemplo, se cada né representar um registro em
um banco de dados, para diversas aplicacGes existirdo casos de registros mais requisitados do que outros. Assim sendo, ha
interesse em construir a arvore binaria que seja a melhor possivel, no que diz respeito a busca, para um dado conjunto de chaves
com frequéncias de acesso conhecidas. E precisamente este o problema que € tratado na proxima secao.



A busca binaria descrita no Capitulo 2 corresponde, na realidade, a uma busca efetuada em uma arvore completa. A raiz r da
arvore corresponde a chave que ocupa a posi¢do central da sequéncia S de chaves da tabela. As raizes das subarvores esquerda e
direita de r, respectivamente, sdo os elementos centrais das subsequéncias de S, & esquerda e a direita de r, e assim por diante.

Dada uma arvore bindria de busca T, para um conjunto de chaves S = {s,, ..., S,}, uma informacéo importante a ser
considerada é o numero total de comparacdes entre chaves efetuadas para se localizar cada chave em S. Para buscar uma certa
chave s,, 0 Algoritmo 4.1 percorre um caminho da raiz de T até o n6 em que s, Se encontra armazenado. Entdo, o nimero de
comparagOes efetuadas ¢ igual ao nivel £, de s,, em T. O numero total de comparacgdes necessario para 0 acesso a todas as chaves
de S é, portanto, igual a Y., £,. Esse valor é denominado comprimento de caminho interno de T, e denotado por | (T). Por
exemplo, a &rvore da Figura 4.1(a) possui comprimento de caminho internoigualal +2+2+3+3+4+4=19.

Esse numero representa o total de comparag6es efetuadas em buscas realizadas com sucesso, isto é, aquelas que acessam
elementos de S. Quando se efetua uma busca a algum elemento ndo pertencente a S, obviamente sdo realizadas também
comparagdes que devem ser levadas em consideragéo para se avaliar a estrutura de dados utilizada. Esse processo pode ser
modelado pelo seguinte esquema. Seja R o conjunto das chaves x buscadas ao longo de toda a computacéo. Sejam

Ro={x€ R|x<s}
R,={x€ R|x>s};
Ri={x€ R|sj<x<s;+1} j=1,...,n-1.

Os n + 1 conjuntos R;, 0 <j < n, representam os diferentes intervalos onde se localizam as chaves correspondentes as buscas
sem sucesso. Por outro lado, observando-se o comportamento de uma arvore binaria de busca T, verifica-se que uma busca sem
sucesso termina, necessariamente, em alguma subarvore vazia. Além disso, os diferentes intervalos R; ocorrem da esquerda para a
direita em T, segundo valores crescentes de seus indices. Como exemplo, a Figura 4.2 representa a arvore da Figura 4.1(a), onde
as chaves propriamente ditas correspondem a circulos, enquanto os intervalos de auséncia de chaves sdo as folhas da arvore,
representados por quadrados.

Numa arvore binaria de busca, que inclui a representacao dos intervalos R;, ha portanto dois tipos de nds. Aqueles que contém
as chaves, denominados internos, e os referentes aos intervalos R ;, 0s nds externos. Esses Ultimos constituem sempre as folhas da
arvore. Observe que uma arvore binaria, com os nés externos incorporados, € sempre estritamente binaria.

Para determinar o numero de comparacg0es efetuadas em uma busca sem sucesso, utiliza-se esse modelo de arvore. A busca
sem sucesso termina em algum nd externo R,. Como no caso anterior, ela segue um caminho, na arvore, desde a raiz até R,.
Contudo, o objetivo é computar o niUmero de comparagdes entre X e as chaves de S. Ndo ha chave armazenada em R,. Portanto, as
comparagOes cessam no no interno, pai de R, na arvore. Seja « o nivel de R, em T. Logo, 0 nimero de comparagdes
correspondente a uma busca sem sucesso ¢ igual a £, — 1. O total de comparagdes, considerando-se todos 0s nds externos, &, entéo,
igual a Y ., (£ — 1). Por analogia ao caso da busca com sucesso, esse valor € denominado comprimento de caminho externo de T
e representado por E(T). Por exemplo, a arvore da Figura 4.2 possui comprimento de caminho externo igual a 2+2+3+3+4+4+4+4
= 26.

Arvore de busca com nés externos.

Esses dois parametros, comprimento de caminho interno e externo, constituem um indicativo da qualidade da arvore para o
problema da busca. Os valores I1(7')/n e E(T)/(n+ 1) representam 0s nimeros médios de comparagdes efetuadas em operacdes de
busca, com e sem sucesso, respectivamente. Por exemplo, para a arvore da Figura 4.2 sdo necessarios, em média, 19/7 = 2,71



comparacdes para localizar uma chave, ou 26/8 = 3,25 comparacdes para concluir que uma chave nao esta presente. Quanto
menores I(7") e E(T), melhor é a arvore T. Naturalmente, a arvore completa é aquela que minimiza tanto 1(7") quanto E(T).

Os valores dos comprimentos de caminho interno e externo de uma &rvore binaria de busca ndo sdo independentes. Eles
guardam uma relacdo simples entre si, conforme descreve o lema seguinte.

E(T) = I(T) + n.

PROVA Utiliza-se inducdo emn. Sen=1,entdo I(T) =1 e E(T) =1 + 1 = 2. Portanto, vale o lema. Suponha o resultado
verdadeiro para arvores com até n — 1 nos (internos). Considere a arvore T, com n nos (internos) e um nd v de T, que seja pai
de dois nos externos. Seja T’ a arvore obtida de T pela remocao de v e de seus dois filhos, nos externos, e consequente inclusao

de um no externo, em lugar de v. Como T’ possui n — 1 nds internos, pode-se aplicar o lema e concluir que
ETY=1(T"+n—1. (i)

Por outro lado, 7’ foi obtido de T pela remocéo de v. Isto &,
Hry=1m-=«¢, (ii)

sendo £, 0 nivel de v na arvore. O efeito da remocao dos dois filhos de v e a introducdo de um né externo em seu lugar

correspondem a
F(T") = ET)—€,— 1. (iii)

De (i), (ii) e (iii) conclui-se que

Busca com Frequéncias de Acesso Diferenciadas

Nesta sec¢do € estudado o problema da busca no caso geral em que as chaves apresentam frequéncias de acesso possivelmente
distintas. Sera desenvolvido um algoritmo para determinar a arvore binaria de busca que seja a melhor possivel.

Inicialmente, é necessario conceituar-se, com precisdo, o que significa “melhor arvore”. Seja T uma arvore binéria de busca,
em que cada chave s, possui frequéncia de acesso f, e se localiza, em T, em um nivel £, 1 <k <n. A arvore T também incorpora
nos externos, correspondentes aos intervalos R, ..., R, onde terminam as buscas sem sucesso. Cada R, possui frequéncia de acesso
# e se localiza no nivel « de T, 0 <k <n. Toda vez que uma busca bem-sucedida é realizada para se localizar s,, sdo efetuadas £,
comparag0es. Portanto, a parcela de contribuicéo de s, para uma estimativa do nimero total de comparacdes realizadas ao longo
do processo é igual a f, £,. Considerando-se todas as chaves, o nimero total de comparagdes € >, fi £,. ESSe valor €
denominado comprimento de caminho interno ponderado de T e traduz o trabalho realizado para as buscas com sucesso.

A analise das buscas sem sucesso e semelhante. Toda busca sem sucesso termina em algum no externo R, e corresponde a & —
1 comparagdes envolvendo chaves do conjunto. Isto €, a parcela de contribuicdo de R, no total de comparagdes efetuadas, € # (¢ —
1). Considerando-se todos 0s nos externos, o numero total de comparagdes € Y o«<ns (¢ —1). Esse somatorio denomina-se
comprimento de caminho externo ponderado de T e representa as comparagOes referentes ao total de buscas sem sucesso. O
namero total de comparacdes efetuadas ao longo do processo, considerando-se buscas com e sem sucesso, denomina-se custo c(T)

de T. Sua expressao &, portanto, igual a
(=Y fi6+ Y [l -



A arvore 6tima e, naturalmente, aquela que apresenta custo minimo. Por exemplo, se na Figura 4.2 a frequéncia da chave 6 for
3, enquanto a das demais chaves e a de todos 0s nds externos forem iguais a 5, o custo da &rvore sera igual a (4 x 3) + (41 x 5) =
217. Esse nimero representa o total de comparac@es efetuadas pelo algoritmo de busca. Essa arvore ndo é 6tima para o problema
considerado.

O problema de construir a arvore binaria de busca 6tima para um dado conjunto S de chaves pode entdo ser formulado como o
de determinar a arvore T cujo custo ¢(T) seja minimo. Para resolver esse problema, aplica-se uma técnica denominada
programacdo dindmica. A ideia consiste em decompor o problema dado em dois outros de tamanho menor, isto €,
correspondentes a subconjuntos préoprios de S. Seja s, a raiz de T. Representam-se por T’ e T” as subarvores esquerda e direita de
S, respectivamente, conforme indica a Figura 4.3.

Note que T’ é uma arvore binaria de busca para o conjunto de chaves {s,, ..., S,1} € contém o0s nos externos R, ..., Ri; T",
por sua vez, é uma arvore para as chaves {Sy.1, ..., S,y COm 0s nos externos R, ..., R,.

A corregdo da decomposicao efetuada se baseia no lema seguinte.

Sk

Decomposicédo da arvore de busca 6tima.

As subarvores de uma arvore binaria de busca 6tima sdo também 6timas.

PROVA Se assim ndo fosse, a substituicdo de uma subarvore ndo 6tima pela 6tima correspondente implicaria uma diminuicdo de
custo da arvore 6tima, uma contradigdo. m
Pelo Lema 4.3, conclui-se que, se T é étima, entdo T’ e T” também o sdo. Assim sendo, uma vez conhecida s, e sabendo-se

como determinar T' ¢ T”, a arvore T estard automaticamente construida. Para aplicar esse método, surgem espontaneamente duas

questdes:
0] Como conhecer s,?
(i) Como determinar T'e T"?

A resposta a ambas as questfes € simples. Na auséncia de um método direto que forneca a raiz s,, podem-se tentar todas as
possibilidades, pois 0 nimero total de subproblemas a resolver ndo seria excessivo. Qualquer chave de S pode ser araizde T. A
ideia é tentar cada uma delas, pois sdo apenas n possibilidades. Quanto a determinacdo de T' e T”, a ideia é aplicar esse mesmo
principio de forma recursiva. Isto €, para construir T', por exemplo, escolhe-se para raiz uma chave pertencente a {s,, ..., S,.1} €
constroem-se as suas respectivas subarvores 6timas de forma recursiva. E assim por diante, até que cada subconjunto de chaves
para o qual se deseja construir a subarvore 6tima seja tdo pequeno que o subproblema correspondente se torne trivial e a sua
solucéo seja imediata. Um subconjunto de chaves vazio, naturalmente, satisfaz essa condigéo: sua arvore 6tima também é vazia.

Finalmente, seja T(i, j) a arvore Gtima correspondente ao subconjunto de chaves {s..,, ..., Sj}, 0 <i<j <n. Seja F(i, J) a soma
de todas as frequéncias correspondentes a T(i, j). Isto é,

F(i, j)= 2 fi+ 2 1.

Para resolver o problema através do método exposto é necessario obter uma relagdo entre os valores da funcao custo da arvore
T e aqueles correspondentes as subarvores T’ e T”, nas quais T se decompde. O lema seguinte fornece essa relacéo.

Seja T(i, ) a arvore binaria de busca étima de raiz s, correspondente as chaves {s.s, ..., S}, 0 <i<j<n. Entdo



c(T(i, J)) = c(T(i, k=1)) + c(T(k, ))) + F(i, j).

PROVA Para formar T(i, ) a partir de T(i, k — 1) e T(k, j), basta tomar s, para raiz de T(i, j) e considerar como filhos esquerdo e
direito de s, 0s nos-raizes de T(i, k — 1) e T(k, j), respectivamente. Nesse caso, se £, (0u ¢) representa o nivel em que uma
chave s, (ou no externo R,) se encontra em T(i, k — 1) (ou T(k, J)), o nivel de s, (ou Ry) em T(i, j) sera, obviamente, £, + 1 (ou ¢

+ 1). Como o nivel de s, em T(i, j) € igual a um, tem-se
TG, )= f, X1+ Y f,(6, +D+ Y fIE +1-1)
gk iSg<k

+ ¥ A+ Y fE 1)

O algoritmo agora se encontra ED IR INAGED R WA aparente. Basta calcular c(T(0, n))
ik =gk Rg=j
atraves da expressao forne_mda pelo FY -0 £+ S E+ Y f Lema 4.4. !E_sse valor pode ser
calculado de forma recursiva, sem k=q=j qualquer dificuldade, sabendo-se que
os valores iniciais (isto ¢, o fim da ' ;f * ;2 :f« recursao), que correspondem as
subarvores vazias, sao iguais a =c(T(i, k= 1))+ c(T(k, )+ FU, j)

c(T(i,1))=0, 0<i<n.

Contudo, a determinacéo de c(T(0, n)) através de uma computacao recursiva possui a enorme desvantagem de ndo reconhecer
a ocorréncia de subproblemas repetidos no processo. Assim, um mesmo custo c(T(i, j)) seria recalculado diversas vezes no
processo, sem necessidade. Como o nimero total de subproblemas produzidos por essa recursdo é exponencial, pode-se concluir
que o algoritmo correspondente também seria de complexidade exponencial.

Alternativamente, a ideia consiste em computar os custos de tal forma que cada valor c(T(i, j)) seja calculado apenas uma vez.
Para tanto, os custos sdo armazenados em uma tabela. Toda vez que algum custo ja calculado fizer parte de alguma nova
computacdo, a ideia é simplesmente transcrevé-lo diretamente da tabela. Nesse caso, ndo ha necessidade de um novo célculo para
determinar esse custo. Observe que o numero total de custos distintos envolvidos no processo é apenas n(n + 1)/2, ou seja, um
para cada par de valores de i, j satisfazendo 0 <i < j <n. Isto representa uma reducdo consideravel em relacdo ao nimero
exponencial de subproblemas produzidos por uma realizacéo recursiva do processo.

Para implementar essa estratégia, é necessario calcular a expressdo de custo do Lema 4.4 de forma ndo recursiva. Assim
sendo, para computar c(T(i, ), € necessario que ja estejam calculados todos os valores que aparecem do lado direito de sua
expressao, isto &, ¢(T(i, k — 1)), c(T(k, j)) e F(i, j). A computacdo de F (i, j) é independente da de c(T(i, j)), e sua prévia
determinag&o ndo oferece qualquer dificuldade. Para que os outros dois valores ja estejam calculados quando o processo atingir o
inicio da computacdo de c(T(i, j)), basta observar que a diferenca de seus indices é sempre estritamente menor do que a
correspondente a esse Gltimo valor. Isto é, (k—1) —i<j—ie]j—k<j—i. Assimsendo, computam-se os valores de c(T(i, j)) em
ordem ndo crescente de diferenca de indices.

O algoritmo encontra-se descrito a seguir. As variaveis c e F sdo matrizes de dimensao (n + 1) x (n + 1). S&o dados os valores
f,, ..., f,, s s O custo da &rvore Otima, ao final, € o valor de c[0, n].

Algoritmo 4.3 Arvore binaria 6tima

paraj=0,...,n faga
c[i,j1=0F[jjl:=F
parad=1,...,n faga
parai=0,...,n—d faga
ji=i+d
FLO,j]=F[,j-1]+f+f
cli,jl:="%+clk jI}+FIij]
A complexidade desse algoritmo é O(n®), pois a execucdo da Gltima linha do algoritmo, correspondente ao calculo de cfi, j],
por si s6 demanda tempo O(n), sendo efetuada O(n?) vezes. Existe, contudo, uma variagdo desse algoritmo que reduz a sua



complexidade para O(n?). Essa variacdo é baseada no principio de monotonicidade da arvore binaria de busca. Este principio
afirma que, se s, € a chave da raiz de uma arvore 6tima correspondente a um conjunto de chaves {s;, ..., s;} € uma nova chave s;,;
e agregada ao conjunto, entdo existe uma arvore 6tima para o conjunto {s;, ..., S;, Sj.1.}, com a chave s, g >k, em sua raiz.
Analogamente, se a chave s;_; for agora agregada, ha uma arvore 6tima para {s;_;, S;, ..., S;} com s,, g <K, na raiz. Esse fato reduz
0 numero de candidatos a figurar nas raizes das arvores 6timas correspondentes aos diversos subproblemas do processo. E, em
altima instancia, pode ser provado que a complexidade total é reduzida para O(n?) (Exercicios 4.23 e 4.24).

O Algoritmo 4.3, conforme foi descrito, na realidade calcula apenas o custo da arvore binéria de busca 6tima. O interesse
anunciado, porém, era o de construir a arvore propriamente dita. Como efetuar essa constru¢do com base no algoritmo? A resposta
a essa pergunta é simples. Em cada minimizacgéo para o célculo de cfi, j] (Gltima linha do algoritmo) deve ser armazenado o valor
minimizante k. A subarvore 6tima correspondente ao custo c[i, j] possui entdo raiz s,, localizando-se as chaves {s,, ..., Sy 1} € {Sk:1,
..., Sj} aesquerda e a direita de s, respectivamente. Com essa informacao, a arvore étima pode ser construida sem dificuldade.
Observe que é necesséria a utilizacdo de uma outra matriz para armazenar os valores de k.

Em seguida, um exemplo ilustra o funcionamento do algoritmo. Seja um conjunto com n = 4 chaves e as seguintes
frequéncias.

01 234

f-10132
b
201 1171

A computacdo do algoritmo é equivalente ao preenchimento das matrizes correspondentes as variaveis c, F e k. Estas sdo
preenchidas diagonalmente, deslocando-se a computacéo da diagonal principal para o canto superior direito.

A Figura 4.4 apresenta as matrizes preenchidas pelo algoritmo. Observe que c[0, 4] = 39, isto &, o algoritmo efetua 39 passos
(comparacgGes) para concluir todos os acessos solicitados. A construcao da arvore 6tima é realizada a partir da matriz k. Como k[0,
4] é igual a 1, afigura-se que a chave s, é a raiz da arvore 6tima T. A subarvore esquerda de s, é, portanto, vazia. Do valor k[1, 4] =
3, conclui-se que o filho direito de s, é s;. De K[1, 2] = 2, verifica-se que o filho esquerdo de s; é s,. Como K[3, 4] = 4, sabe-se que
o filho direito de s; € s,. A Figura 4.5 ilustra a arvore assim construida.

Observe que a arvore 6tima ndo é necessariamente Unica. Com efeito, as diferentes arvores que possuem o mesmo custo 6timo
podem ser obtidas a partir de valores diferentes de k[i, j] e que correspondam ao mesmo custo 6timo cf[i, j].
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As matrizes do algoritmo.

Arvore binaria de busca 6tima.



Arvore de Partilha

Conceitos Basicos

Durante a construcdo de uma arvore binaria de busca foi colocado o problema de selecionar qual chave deve ser escolhida para
compor a raiz de uma dada subarvore T. De um modo geral, a Unica restricdo conceitual € que a chave escolhida deve pertencer,
naturalmente, a subarvore T. Existem, basicamente, dois critérios de escolha, justificados de forma intuitiva:

M Escolher a chave de maior frequéncia de acesso.

(i) Escolher a chave de valor médio.

O critério (i) tem como efeito a construcdo de arvores em que chaves de maior frequéncia se localizam mais proximo a raiz da
arvore. O critério (ii) produz arvores balanceadas. O ideal, naturalmente, seria alcancar os dois objetivos simultaneamente.
Contudo, eles podem ser contraditdrios. Isto €, a politica de colocar as chaves de maior frequéncia junto a raiz pode produzir
arvores altamente desbalanceadas. Enquanto isso, a insisténcia em escolher para raiz a chave de valor médio pode produzir uma
arvore em que as chaves de menor frequéncia estejam sempre mais proximas a raiz. Conforme ja foi verificado, a aplicacdo
isolada de somente um dos critérios ndo conduz, necessariamente, a arvore Gtima.

Numa tentativa de conciliar esses dois critérios foi desenvolvida a arvore binaria de partilha. A ideia consiste em associar a
cada no da arvore duas chaves, em vez de uma Unica: a chave real e a chave de partilha. A chave real corresponde aquela que é
objeto da busca. A chave de partilha é utilizada para definir as chaves que compordo as subarvores esquerda e direita do nd
considerado. Em uma arvore binaria de busca ordinaria, essas duas chaves coincidem. O objetivo da utilizacdo de duas chaves
distintas é desvincular a chave armazenada em cada né v daquela utilizada para determinar a sequéncia da busca, ou a esquerda ou
a direita de v.

A Busca em Arvores Binarias de Partilha

No problema da busca, é dado um conjunto de chaves S = {s,, ..., S,}, bem como um valor de chave procurada x. O problema
consiste em encontrar o indice j tal que x = s;, se existir. Cada s; do conjunto S possui uma frequéncia de acesso f;. Para efetuar a
busca, utiliza-se uma arvore binaria especial, denominada arvore binaria de partilha e denotada por T. Cada n6 q de T armazena
uma chave do conjunto, denominada chave real, que sera denotada por real(q). Além disso, 0 n6 g possui também uma segunda
chave, denominada chave de partilha, que serd denotada partilha(g). O objetivo da chave de partilha é determinar o caminho a ser
seguido pela busca, ap6s a consulta do n6 g. Isto €, se 0 proximo no a ser testado serd o da subarvore esquerda ou direita de g.

A busca se desenvolve segundo o processo seguinte: ao se alcangar um certo né q, verifica-se se 0 n6 procurado x é igual a
chave real(qg). Em caso positivo, 0 processo termina, pois a chave foi localizada. Caso contrario, se x < partilha(q), entdo o né a
ser alcancado é o filho esquerdo de x e, se x > partilha(qg), considera-se o filho direito de g.

Arvore binéria de partilha.

Uma &rvore binéria de partilha encontra-se representada na Figura 4.6, onde as chaves sao a, ..., g, ordenadas alfabeticamente.
O simbolo mais acima em cada n6 corresponde a chave real, enquanto o mais abaixo € a chave de partilha. Assim, a chave real
associada a raiz da arvore € a, enquanto a de partilha é c. Seja 0 caso em que se deseja localizar a chave x = b. O teste inicial é
verificar se b = a. Como ndo €, compara-se, entdo, b com c. O caminho da esquerda da raiz é o escolhido, pois b < c. A préxima



comparacdo é verificar se b = d. A resposta negativa implica efetuar outra comparacéo, de b com b, e tomar, novamente o
caminho da esquerda, pois b <b . Finalmente, alcanga-se o né cuja chave real é b, e a busca esta terminada.

O algoritmo é apresentado a seguir. A variavel ptraiz indica a raiz da &rvore, pt aponta o no corrente, enquanto real e partilha
sdo campos de cada no, que indicam as chaves correspondentes.

Algoritmo 4.4 Busca em arvore binaria de partilha

procedimento busca-partilha(x, pt)
se pt=Aentéo
“a chave ndo se encontra no conjunto”
sendo se X =pt1.real entdo
“chave encontrada no n6 apontado por pt”
sendo se Xx <pt1.partilha entéo
pt := pt 1.esq
busca-partilha(x, pt)
sendo pt :=pt 1. dir
busca-partilha(x, pt)
pt .= ptraiz
busca-partilha(x, pt)
Cada chave s; € S corresponde, exatamente, a uma chave real. O mesmo ndo ocorre, contudo, com as chaves de partilha, pois
é possivel que duas dessas chaves sejam idénticas. O valor da chave de partilha de cada no, em principio, pode ser qualquer valor
de chave de S e ndo esté restrito as chaves que formam a subarvore do né considerado. A chave de partilha de qualquer folha é
sempre irrelevante e pode ter qualquer valor.

Arvore Binaria de Partilha Otima

Dado um conjunto S de chaves, {s,, ..., S,}, cada s; com uma frequéncia de acesso f;, deseja-se construir uma arvore binaria de
partilha T que seja 6tima. Isto é, cujo custo seja minimo. Como uma arvore binaria de partilha é uma arvore binaria de busca,

sabe-se da Secdo 4.2 que o custo c(7) é
o)=Y ft,

1=i=n

onde ¢; € o nivel de s;em T.

Para construir uma arvore de partilha 6tima, seré utilizado um método de programacéao dindmica, o qual € uma generalizacdo
daquele empregado para obter uma arvore binaria de busca 6tima.

Seja T uma arvore de partilha e vum né de T. O alcance da subarvore T(v) de T, de raiz v, é um par ordenado, definido,
recursivamente, da seguinte maneira. Se v = r(7), entdo alcance(T(v)) = [1, n]. Caso contrario, seja w o pai de v, suponha que
alcance(T(w)) = [i., ju] € que s, é a chave de S selecionada como chave de partilha para o n6 w. Entdo, se v é filho esquerdo de w,
define-se alcance(T(v)) = [i,, k]; se v for filho direito, entdo alcance(T(v)) = [k + 1, j,,]. Segue-se dessa defini¢do que, se
alcance(T(v)) = [i, j], entédo toda chave s, que esta incluida em T(v) se encontra no intervalo [i, j], isto &, i < p < n. A reciproca néo
vale necessariamente. Isto €, nem toda chave pertencente ao intervalo [i, j] pertence a subarvore T(v). A razdo dessa ultima
afirmativa é que T(v) pode conter menos que j — i + 1 nos e, dessa forma, algumas das chaves do intervalo teriam de sobrar. A
Figura 4.7 apresenta os valores dos alcances dos nos da arvore ilustrada em 4.6, supondo-se que as chaves a, ..., g correspondem
aos indices 1, ..., 7, respectivamente.

O lema a seguir é imediato.

As subarvores de uma arvore binaria de partilha 6tima sdo também étimas.



Esse lema permite decompor o problema da construcéo da arvore 6tima em outros subproblemas de tamanho menor. E um
caso analogo ao da &rvore binaria de busca geral realizado anteriormente. Contudo, nesse ultimo, cada subproblema pdde ser
decomposto em no méximo dois outros, enquanto, na arvore de partilha, tal nimero pode ser maior.

Alcance dos nos.

Para determinar a arvore 6tima, necessita-se especificar, para cada no v, quais sao os valores de real(v) e partilha(v), isto é, as
chaves, real e de partilha, que serdo colocadas em v.
Para selecionar a chave real a ser atribuida a cada né da arvore, utiliza-se o lema que se segue.

Seja T uma arvore binéria de partilha 6tima e v, um nd de T. A chave real que v contém ¢ aquela de menor frequéncia dentre as
compreendidas no intervalo alcance(T(v)) e que ndo figura em qualquer n6 de T(v).

PROVA A observacao importante para provar o lema € que todas as chaves do intervalo alcance(T(v)) ocorrem, ou na subarvore
T(v), ou no caminho de r(T) até v. Se a chave real s, de v ndo € a de menor frequéncia, entdo existe uma outra chave s, tal que
¢ € alcance(T(v)), s, € /T(v), e f, < f,. Dessa observacgdo conclui-se que s, deve pertencer ao caminho de r(7’) até s,..Seja T' uma
nova arvore binéria de partilha, obtida a partir de T simplesmente trocando-se as posi¢des das chaves reais s, e s;. Os formatos
de T e T' coincidem, bem como os valores das respectivas chaves de partilha. Observe que a busca pode ser realizada
corretamente também em T’, visto que k, ¢ € alcance(T(v)). Dessa forma, T’ é também uma arvore binaria de partilha. Como f,
<f,, T' possui custo menor do que T, o que contradiz T ser 6tima. Logo, a chave real de v é a de menor frequéncia dentre
aquelas compreendidas no intervalo alcance(T(v)), mas que ndo pertencem a T(v).

O Lema 4.6 é utilizado como um critério de escolha para a determinagdo das chaves reais dos nos. Para a sele¢do da chave de
partilha, infelizmente, ndo se dispde de um critério tdo eficaz quanto este. Ao contrario, o processo para as chaves de partilha
consiste em tentar todas as chaves possiveis e escolher aquela que produza as subarvores de menor custo, conforme detalhado a
sequir.

Denota-se por c(i, j, d) o custo da subarvore binaria 6tima de partilha T(i, j, d), contendo as chaves s;.,, ..., S;, exceto d chaves
que se encontram ausentes. Isto €, T(i, j, &) possui alcance [i + 1, j] e exatamente j —i + d chaves do intervalo s, ..., s;, sendo
aquela de custo minimo nessas condi¢des. Observe que a solucdo do problema é o custo ¢(0, n, 0). Para computar esse valor,
calcula-se c(i, j, d) para0 <i<j<ne0<d<]j-i.Denota-se por F (i, j, d) a soma das frequéncias das chaves reais que compdem
T(, j, d), por real(i, j, d) e partilha(i, j, d), respectivamente, as chaves real e de partilha que formam o n6 raiz de T(i, j, d). A
Figura 4.8 ilustra a decomposicdo empregada.

Suponha que s, seja a chave de partilha do né raiz de T(i, j, d). Pelo Lema 4.5, as subarvores esquerda e direita desse né sao
Otimas. Além disso, como d chaves reais estdo faltando em T(i, j, d) e uma chave real € alocada a raiz de T(i, j, d), conclui-se que o
numero total de chaves ausentes das subarvores definidas pelos filhos esquerdo e direito da raiz de T(i, j, d) é igual ad + 1. Isto é,
a subarvore esquerda do no-raiz de T(i, j, d) é do tipo T(i, k, m), enquanto a da direita € T(k, j, d — m+ 1), para um certo valor de m,
satisfazendo 0 <m <d + 1. Como se desconhece o valor de m que conduz a subarvore 6tima, a alternativa é tentar todas as
possibilidades dentro da faixa mencionada. A relagdo entre os custos de T(i, j, d), T(i, k, m) e T(k, j, d — m+ 1) é semelhante ao
caso da arvore binaria de busca geral. Isto &, c(i, j, d) € igual a soma dos outros dois custos, acrescido da soma das frequéncias dos
nos de T(i, j, d). Finalmente, como se desconhece qual chave s, deve ser alocada a raiz de T(i, j, d), experimentam-se todas as



alternativas possiveis, selecionando-se a de menor custo. Assim sendo, c(i, j, d) pode ser calculado segundo as equacdes seguintes,
para0<i<j<n.

clir jo d) =0, parad=i=j=ned=j— i (1)
eliy j. d) = =, pral=i=j=ned>j— i (2)
iy jod) = .mig_ {e(i, oy ma) + ek, jyd — m + 1)} + F (i, j, d), (3)

tErEdtl pan 0= i<j=ne0=d<j—i

As Equac0es (1) e (2) constituem as condigdes iniciais do problema. Observe que, se d =j — i, entdo T(i, j, d) é uma arvore
vazia, 0 que justifica o valor c(i, j, d) = 0 da Equagdo (1). Em particular, c(i, i, 0) = 0 pois T(i, i, 0) também é vazia. Por outro lado,
se d >j—1i,significa que T(i, j, d) deveria conter um numero negativo de nos, o que é uma impossibilidade. Esse fato justifica o
c(i, j, d) = o da Equag@o (2). Finalmente, a Equagao (3) corresponde a decomposi¢ao ilustrada na Figura 4.8.

Para computar a Equacéo (3) de forma eficiente é necessario que os valores de c(i, k, m) e c(k, j, d — m+ 1) j& sejam conhecidos
quando do célculo de c(i, j, d). Para alcancar esse objetivo, basta computar c(i, j, d) em ordem ndo decrescente de j — i e, para um
valor fixo de j — i, calcular c(i, j, d) em ordem decrescente de m. Isto é, o desenvolvimento da computacéo é o seguinte.
Inicialmente, j—i=0ed=0. Emseguida, j—i=1ed=1e, apb6s,d=0. Paraj—i=2, computa-se d =2, em seguidad =1 e,
apos, d = 0. E assim por diante. Observe também que, para computar c(i, j, d), € necessario calcular, previamente, F(i, j, d).
Acontece que F(i, j, d) depende de T(i, k, m), T(k, j, d —m + 1) e do valor da chave real atribuida ao né-raiz de T(i, j, d). Esse
calculo se desenvolve do seguinte modo.

Para um dado valor experimental da chave de partilha s,, seja € o indice da chave de menor frequéncia dentre S;,;, ..., Sj, mas
ndo pertencentes tanto a T(i, k, m), quanto a T(k, j, d — m+ 1). De acordo com 0 Lema 4.5, s, serd a chave real da raiz de T(i, j, d).
O valor de F(i, j, d) depende dessa chave real alocada a raiz de T(i, j, d). Assim, deve-se determinar, inicialmente, s,. Para
encontrar s;, € necessario conhecer, exatamente, as chaves que compdem as subarvores T(i, k, m) e T(k, j, d —m + 1) de T(i, j, d).
Esse problema poderia ser resolvido através da manutencdo de uma lista que informasse, para cada subarvore T(i, j, d), quais sdo
as chaves que a compdem. Na realidade, necessitar-se-ia saber quais sdo as chaves dentre s,4, ..., S; que ndo se encontram em T(i,
j, d). Isto é, o mais conveniente é manter uma lista L(i, j, d) que contenha exatamente essa ultima informac&o. A chave s, é
precisamente aquela de menor frequéncia dentre as que comp&em L(i, j, d). Se se mantiver L(i, j, d) ordenada segundo valores ndo
decrescentes das frequéncias das chaves que a formam, a chave s, serd a primeira chave dessa ordenacdo. Essa técnica permite
determinar a chave real a ser alocada a cada né da arvore em tempo constante.



0, j, d) :
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Decomposicdo da arvore 6tima.

Uma vez encontradas as chaves reais que compdem cada né de T(i, j, d), inclusive a chave s, do n6 raiz de T(i, j, d), pode-se
determinar o valor de F(i, j, d) facilmente. Analogamente a secdo anterior, 0 somatorio das frequéncias das chaves reais que
formam T(i, j, d) é igual ao somatorio das frequéncias das chaves das subarvores definidas pelos filhos da raiz de T(i, j, d)

acrescida da frequéncia da chave real s, alocada a raiz de T(i, j, d). Entdo, para um dado valor de k, calcula-se F(i, j, d) através de
Fli, jod) = Fli, bym) + Flk, jod — m + 1) + f(s¢) (4)

Ja se dispde de todos os elementos para escrever o algoritmo da arvore binaria de partilha 6tima. A estratégia encontra-se
detalhada a seguir.

— A inicializacdo consiste em determinar c(i, j, d) para0 <i<j<nej—i<d<n deacordo com as Equacdes (1) e (2).
Além disso, as listas L séo inicializadas para esses casos segundo L(i, j, d) = {Si.s, ..., Si}-

- Para um dado par de indices i, j, suponhaque c(i’,j’,d"), F(i’,j’,d")eL(i’,j’,d ") ja tenham sido previamente
calculados para todos os valoresde i ', j ', d ' satisfazendoa 0 <j'—i'<j—-ie0<d’'<j’'—i’,bemcomoj’'—i'=j—ie
d'>d . Em particular, quando se considera uma certa subarvore T(i, j, d), supde-se que as chaves real e de partilha ja
tenham sido determinadas para cada né que compde T(i, j, ), exceto a raiz. A determinacdo das chaves real e de partilha
da raiz de T(i, j, d) é 0 objetivo da computacdo corrente, abaixo discriminada.

— Para cada valor de d, d <j — i, considera-se a variagdo de m segundo 0 <m < d+ 1. Para cada par de valoresiej, 0 <j—i
< n, considera-se também a variacdo do indice k da chave de partilha tentativa, i+ 1 <k < j, conforme indicado na
Equacao (3). Para uma certa tentativa de valores de m e k fixos a lista L(i, j, ¢) se compde da unido das listas L(i, k, m) e
L(k, j, d—m+ 1). Para o par de valores m e k considerados, a chave real s, que seria alocada a raiz de T(i, j, d) é ade
menor frequéncia dentre as que compdem L(i, j, d). Observe que todas as listas L devem ser mantidas ordenadas, ao
longo do processo.

— Para o par de valores m e k considerados e a chave s, obtida como acima, determina-se F(i, j, ) de acordo com a
Equacao (4).

— Uma vez obtido F (i, j, d), determina-se o valor c(i, j, d) correspondente ao par de valores m e k pela Equagéo (3).

— O valor final de c(i, j, d) serd o minimo dentre todos os experimentados para cada par m e k.

— O valor final de L(i, j, d), bem como o da chave real s,, o de F (i, j, d) e 0 da chave de partilha s, alocados & raiz de T(i, j,



d) serdo os correspondentes ao par m e k que produziram o minimo da Equacao (3).
— A computacdo termina quando c(0, n, 0) é calculado.

A determinagdo da complexidade desse processo nao apresenta dificuldade. Existem O(n?) pares i, j, com 0 <i<j<ne O(n®)
triplas i, j, d, sendo 0 <d <j —i. Logo, o nimero total de subarvores a serem consideradas, isto é, de subproblemas, é de O(nd).
Para computar o custo de cada subarvore T(i, j, d), k e m variam de acordo com i+ 1 <k <j e 0 <m <d+ 1. Ou seja, um total de
O(n?) computagdes. As operagdes da unido das listas, bem como a escolha da chave de menor probabilidade em cada lista, podem
ser realizadas em tempo inferior a estas. Portanto, a complexidade final é de O(n®).

chave de | chave

(i, j, d) c F L partilha real
(0,0,0) 0 0 @ - -
(1,1,0) 0 0 @ - _
2,2,0) 4] 0 @ - -
(3,3,0) 0 0 @ - —
©1,1) | 0o | o0 s) - -
1,21 0 | 0 (s} - _
(2,3,1) 0 0 (s} — _
(0,1,00 | 10 | 10 ] s, s,
(1,2,0) 3 3 @ s, s,
(2,3,0) 2 2 @ s, s,
(022 | 0 | 0 {s, 5,) - -
(1,32 0 o0 (s, &) - -
(0,2,1) 3 3 {s} s, s,
a1 2 2 {s,) s, s,
(0,2, 0) 16 13 @ s, -
(1,8,0) 7 5 @ 5, s,
(0,3,3) 0 0 {s, 8, 8} - _
(0,32 | 2 | 2 {s,. s} s s,
(0,3, 1) 7 5 {s} s, s,
(0,3, 0) 20 15 @ 5 5

Y

Céalculo da arvore 6tima.

Como exemplo, determine-se a arvore bindria de partilha 6tima de um conjunto de 3 chaves cujas frequéncias sdo as seguintes:
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Subarvores construidas pelo algoritmo.
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Em seguida, é efetuado o célculo da arvore 6tima, passo a passo. Os subproblemas a serem considerados séo T(i, j, d), onde 0
<i<j<3e0<d<j-i.

A computacdo se processa para valores ascendentes de j —i =0, 1, 2, 3. Para cada valor de j — 1, c(i, j, d) é computado na
sequéncia decrescenteded =j—1i,j—i—1, ...,0. A Figura 4.9 apresenta os valores de c(i, j, d), F(i, J, d), L(i, j, d), bem como as
chaves de partilha e real correspondentes para cada tripla (i, j, d) satisfazendo 0 <i<j<3 e 0 <d <j-—1i, na ordem em que essas
triplas sdo consideradas pelo algoritmo. Observa-se que em Varios casos a solugdo ndo é Unica, devido ao empate de valores.
Quando isso ocorre, o algoritmo desempata de forma arbitraria. A Figura 4.9 ilustra uma das solu¢des possiveis. As subarvores
Otimas dos subproblemas estdo indicadas nas Figuras 4.10(a) até 4.10()).

Esse exemplo evidencia o ganho no custo de uma arvore binaria de partilha 6tima sobre uma arvore binéria de busca 6tima. A
primeira corresponde ao subproblema T(0, 3, 0), possui custo 20 e encontra-se ilustrada na Figura 4.10(j). Enquanto isso, a arvore
binéria de busca 6tima, para 0 mesmo conjunto de chaves, aparece na Figura 4.10(k) e possui custo 22.

Exercicios
4.1 Verificar se cada uma das arvores binarias da Figura 4.11 é uma arvore de busca.
4.2 SejaS ={s,, ..., S; } um conjunto de chaves, s; < s;,4, I < 7. Desenhar a arvore binaria de busca construida pelo
Algoritmo 4.2 supondo que a inser¢do dos nds seja efetuada segundo a permutagao S; S; S; S, Sg Ss Sa-
4.3 Seja S = {s,, ..., S;} um conjunto de chaves, s; < s;,4, I < 7. Desenhar uma arvore binaria de busca T para S com as
seguintes propriedades:
(1) T possui altura maxima;
(i) T possui altura minima.
Quantas arvores distintas existem, em cada caso?
4.4 Escrever as permutagdes do conjunto de chaves S = {s,, ..., S7}, Si < Sis1, | <7, que correspondam a arvore binaria de

busca com:
(1) altura méaxima;
(i) altura minima.

°4.5 Resolver o exercicio anterior para o conjunto S={s,, ..., S}, $1 < ... <8,
4.6 Provar ou dar contraexemplo:

Sejam p,, p, duas permutagdes de um conjunto de chaves S e T,, T, as &rvores binérias de busca correspondentes a py, p.,
respectivamente. Entdo, p, # p, se e somente se T, # T,.

°4.7 Determinar as condi¢des necessarias e suficientes para que duas permutacdes distintas de um conjunto de chaves
correspondam a arvores binarias de busca idénticas.

°4.8 Seja S = {1, ..., n} um conjunto, e 7, ..., T, uma permutacéo p de S. Uma inverséo de p ¢ um par de elementos m;, 7;,
tal que m; <mei>j.Seja T aarvore de busca construida segundo a permutagao p. Provar, ou apresentar contraexemplo,
para cada uma das seguintes afirmativas.

Exercicio 4.1.

(1) Se p possui um ndmero maximo de inversdes, entdo T possui altura maxima.
(i) Se p possui um ndmero minimo de inversdes, entdo T possui altura minima.



(iii) Se 0 nimero de inversdes de p é a mediana dos numeros de inversdes das permutacdes de S, entdo T possui altura
minima.
4.9 Seja S = {s,, ..., S} um conjunto de chaves, s; < s;,1, I < 7. Duas permutacdes de S sdo semelhantes se correspondem
a mesma arvore binaria de busca. Sejam P, € P.x Subconjuntos de permutagdes de S; semelhantes entre si, com

cardinalidades minima e maxima, respectivamente. Determinar a &rvore binaria de busca

Q) correspondente a P n;
(i) correspondente a P .
*4.10 Resolver o exercicio anterior para o conjunto {Si, ..., Sp}, $; < ... <S.
°4.11 Determinar os comprimentos de caminho interno e externo das arvores binérias de busca correspondentes as
permutacdes seguintes:
0] 12...m
(i) 13...n24...n-1,nimpar;
(i) 13...n—=124...n,npar.
°4.12 Provar ou dar contraexemplo:
(1) Toda arvore zigue-zague possui 0 mesmo comprimento de caminho interno.
(i) Toda arvore zigue-zague possui 0 mesmo comprimento de caminho externo.
(iii) Se T e T’ sdo arvores binarias de busca tais que h(7') >h(T"), entdo I(7") >I(T").
*4.13 Determinar os comprimentos de caminho interno e externo ponderado de uma arvore binaria completa.
4.14 Provar ou dar contraexemplo:
Sejam T e T’ duas arvores binarias de busca, tais que ¢(7) >c(T'). Entao I(T") >I(T") e E(T) >E(T").
4.15 Descrever um algoritmo para remover uma dada chave de uma arvore binaria de busca. A complexidade do
algoritmo deve ser da ordem da altura da arvore.
4.16 As chaves da arvore da Figura 4.12 apresentam as seguintes frequéncias de acesso:
10172345
13212
f
221012
Determinar os comprimentos de caminho interno e externo ponderados, bem como o custo da arvore.
4.17 Desenhar a arvore binaria de custo minimo relativa as frequéncias do exercicio anterior.
°4.18 Seja T uma arvore binaria de busca qualquer para o conjunto de chaves S. Mostrar que T é uma arvore de custo
minimo para algum conjunto de valores das frequéncias de acesso.
4.19 Seja T uma arvore binaria de busca minima para um conjunto de chaves {s,, ..., S,}, cada s; com frequéncia de
acesso f;. Provar ou dar contraexemplo:
(i) fi <f; = nivel(s) < nivel (s), em T;
(i) nivel(s) < nivel(s),em T =f; <f;;
(iii) f,= ... =f, =T é completa;
(iv) ¢ a frequéncia mediana das chaves da arvore de raiz s;, de T.

4.20 Determinar o valor médio dos comprimentos de caminho interno e externo dentre as arvores binarias.

4.21 Verificar que a expressao do Lema 4.2, E(T) = I(T) + n se torna incorreta se for adotada a convencdo de que o nivel
da raiz da arvore é igual a 0, em vez de 1. Nesse caso, mostrar que a formula correta é E(T) = I(T) + n— 2.
*4.22 Determinar o valor médio dos comprimentos de caminho interno e externo dentre as arvores ternarias.
*4.23 Provar o principio da monotonicidade, descrito na Secdo 4.2.2.




Exercicio 4.16.

*4.24 Utilizar o principio da monotonicidade para modificar o Algoritmo 4.3 de construcdo de &rvore binaria 6tima, de
modo a reduzir a sua complexidade para O(n?).

4.25 Determinar a arvore de custo minimo para o conjunto de chaves {s,, ..., Sy}, Si<Si,onde fi=2.f ,1<i<n,ef;=
0,0<i<n.
*4.26 Uma arvore multipla de busca € uma arvore T t-aria em que cada né interno v armazena k < t chaves e possui k + 1
filhos, entre n6s externos e internos. As folhas de T séo os seus nds externos. A busca se desenvolve da seguinte maneira.
Sejam < ... < as chaves armazenadas em V. Ao se atingir o no v, verifica-se se a chave procurada x € uma dentre Caso
contrario, ha duas possibilidades. Se x > entéo o proximo no a ser examinado é o ultimo filho de v. Se x < seja j 0 menor
indice tal que x < Nesse caso, 0 préximo né a ser examinado é o j-ésimo filho de v. Supondo que f,, ..., f,e 1, ..., f, sejam
as frequéncias de acesso das chaves, desenvolver um algoritmo para encontrar a arvore multipla de busca de custo minimo.
°4.27 Mostrar, através de um exemplo, que o principio da monotonicidade ndo é verdadeiro no caso de &rvores multiplas
de busca.

4.28 Uma arvore t-aria alfabética é aquela em que as informac@es que se deseja armazenar se encontram nas folhas da
arvore, isto é,f,=...=f,=0e ... fo .-~ £/ # 0- Apresentar um exemplo de uma arvore ternaria alfabética com 7 nos.
*4.29 Escrever um algoritmo eficiente para determinar uma arvore binaria alfabética 6tima, dadas as frequéncias
fis v f1#0.
*4.30 Seja um problema de busca com chaves de comprimento variavel, isto é, em que cada chave si possui um tamanho ¢;
> (. Uma arvore de busca para um conjunto de chaves dessa natureza ¢ semelhante a arvore multipla de busca (Exercicio
4.26), exceto pelo fato de que cada né armazena uma quantidade variavel de chaves com tamanho total > ¢; menor ou igual
a L, onde L é um limite dado. Desenvolver um método para construir a &rvore de busca que minimiza o espaco utilizado,
isto €, que possui um nimero minimo de nés, para um certo limite L, e tamanhos 4, ..., £,.
«4.31 Descrever um algoritmo para construir a arvore de busca de altura minima, para um dado conjunto de chaves de
comprimento variavel £, ..., £, e limite L.

4.32 Mostrar que o principio da monotonicidade ndo se aplica as arvores de busca que minimizam tanto o espaco
(Exercicio 4.30) quanto a altura (Exercicio 4.31) quando as chaves sdo de comprimento variavel.
*4.33 Desenvolver um algoritmo para encontrar a arvore de busca de custo minimo para um dado conjunto de n chaves de
comprimento variavel, dados os tamanhos £, ..., {,, 0 limite L, as frequéncias f,, ..., f,e /i - £/ # 0.
*4.34 Escrever um algoritmo para encontrar a arvore binaria de busca 6tima, com altura limitada por um valor dado h. Os
dados do problema sdo as frequéncias dos nds internos f,, ..., f,, as dos nos externos /o --- /. e o valor de h.
°4.35 Determinar o nimero total de subproblemas considerados pelo algoritmo de construcéo da arvore binaria de partilha
minima com n chaves.
°4.36 Determinar o nimero total de somas f (i, k— 1, m) + f (k— 1, j, d — m + 1), de custos, que o algoritmo de construcdo
da arvore binaria de partilha minima efetua.

4.37 Provar ou dar contraexemplo:
Seja T uma arvore bindria de partilha para um conjunto de chaves {s.,..., s,}. Entdo,

(i) nivelT(s) >nivelT (s;) = f; > f;;
(i) fi > f; = nivelT(s;) > nivelT(s;).

4.38 Implementar o algoritmo de determinacdo da arvore binéria de partilha 6tima.
°4.39 Provar ou dar contraexemplo:
O custo da arvore binaria de partilha 6tima de um conjunto de chaves S tal que d chaves estdo ausentes, |S| > d, é igual ao
custo da arvore binaria de busca 6tima do conjunto formado a partir de S pela remogéo de suas d chaves de maior
frequéncia de acesso.

4.40 Determinar a arvore binaria de partilha 6tima para o seguinte conjunto de chaves:

S$i51525354
4376

*4.41 Generalizar o algoritmo de determinag@o da arvore binaria de partilha 6tima, de modo a incluir frequéncias de acesso
a buscas sem sucesso.

*4.42 Seja S um conjunto de n chaves e T uma certa arvore de partilha para S. T possui a propriedade de que a frequéncia
da chave de qualquer n6 é maior do que a de qualquer um de seus descendentes. Seja ¢ o custo de T e ¢, 0 custo da arvore
binéria de partilha étima correspondente a S. Determinar a relagdo entre c e C,.



*4.43 Uma arvore multipla de partilha de ordem m é uma arvore m-aria em que cada né armazena até m chaves reais. Cada
chave real possui uma chave de partilha associada. Um né com £ chaves possui até £ + 1 filhos. A busca de uma chave
desejada x se processa do seguinte modo. Inicia-se pela raiz. Quando um certo no g ¢ atingido, verifica-se se x € alguma
das chaves reais armazenadas em g. Em caso positivo, a busca termina. Caso contrario, sejam y, < ... <y, as chaves de
partilha armazenadas em q. Se x <y, a busca prossegue no n6 correspondente ao primeiro filho de g. Se x >y, 0 proximo
no a ser pesquisado é o ultimo filho de g. Caso contrario, prosseguir até o (k + 1)-ésimo filho de g, onde y, < X < V,.1.
Desenvolver um algoritmo para determinar a arvore multipla de partilha 6tima para um dado conjunto de chaves com
frequéncias conhecidas.
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arvore otima. Esse Ultimo continha a restricdo de frequéncias distintas. Essa restri¢do foi levantada por Liu, Chen e Wang [Li91].




Capitulo 5

Arvores Balanceadas

Introducao
Um aspecto fundamental do estudo de arvores de busca €, naturalmente, o custo de acesso a uma chave desejada. Com o intuito de
minimizar esse custo, foram desenvolvidas as arvores binarias de busca e de partilha 6timas. Ambas, porém, se restringem a
aplicacOes estaticas. Isto é, apds um certo nimero de inser¢Bes e remoges as arvores deixam de ser 6timas. Além disso, a
complexidade da arvore de partilha étima € muito elevada.

Para estruturas em que as probabilidades de acesso so idénticas entre si, hd uma alternativa, considerada no presente capitulo.
A ideia é manter o custo de acesso na mesma ordem de grandeza de uma arvore 6tima, ou seja, O(log n). Esse custo deve se
manter ao longo de toda utilizacdo da estrutura, inclusive apos incluses e remog0es. Para alcancar essa finalidade, a estrutura
deve ser alterada, periodicamente, de forma a se moldar aos novos dados. O custo dessas alteragdes, contudo, se mantém em O(log
n). Uma estrutura que opera com essas caracteristicas € denominada balanceada.

Este capitulo é dedicado ao estudo de arvores balanceadas. O conceito de balanceamento € examinado na Secdo 5.2. As
Secdes 5.3 e 5.4 estudam, respectivamente, duas arvores binarias de busca balanceadas. No primeiro caso, as arvores AVL e, no
segundo, as arvores graduadas. Finalmente, a Secdo 5.5 examina um caso importante de arvores balanceadas: as arvores B. Essas
ultimas ndo sdo arvores binarias e possuem como caracteristica o armazenamento de mais de uma chave por no.

O Conceito de Balanceamento
Conforme ja foi observado, as &rvores completas sdo aquelas que minimizam o nimero de comparacdes efetuadas no pior caso
para uma busca com chaves de probabilidades de ocorréncia idénticas.

Do ponto de vista das aplica¢Bes dindmicas, contudo, o uso de arvores completas €, em geral, desaconselhdvel. Apos um certo
namero de inclusdes ou exclusdes a arvore pode assumir uma forma pouco recomendavel para o problema de busca. Em um caso
extremo, ela pode inclusive degenerar-se em uma lista.

Para contornar esse problema, uma ideia seria aplicar um algoritmo que tornasse a arvore novamente completa, tdo logo tal
caracteristica fosse perdida ap6s uma incluséo ou excluséo. A dificuldade reside em como efetuar essa operacao utilizando menos
que €(n) passos, no pior caso. Por exemplo, considere uma arvore completa cujo Gltimo nivel contenha todos os possiveis nos,
exceto aquele que seria 0 mais a direita de todos. Nessa arvore s ha uma possibilidade de inclusdo sem aumento de altura. E a
inclusdo de uma chave maior do que todas as demais, conforme indica a Figura 5.1(a). Se nessa arvore, ao contrario, for incluido
um né de chave menor do que todas as outras, ela deixaria de ser completa, transformando-se na da Figura 5.1(b). Para
transformar esta Ultima em uma arvore completa, observe que é necessario alterar a posi¢do na estrutura de todos 0s seus nos. A
Figura 5.1(c) descreve a arvore completa restabelecida ap0s a inclusdo do n6 0 em 5.1(a). Observe, em particular, que 0s nos
internos de 5.1(a) tornaram-se folhas em 5.1(c), e vice-versa. Para efetuar essas transformag6es nas representagdes usuais de
arvores binarias € necessario percorrer todos os nds da arvore. Isso implica que o algoritmo de restabelecimento da estrutura
requer, pelo menos, Q(n) passos.
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Um exemplo ruim para o restabelecimento de arvores completas.

Naturalmente, o custo de Q(n) passos para o restabelecimento da arvore é excessivo, mormente considerando-se que
operagOes como insercdo ou remocao seriam efetuadas em O(log n) passos. Por esse motivo, as arvores completas (e a busca
binéria) ndo sdo recomendadas para aplicacdes que requeiram estruturas dindmicas.

Uma alternativa para esse Ultimo caso consiste em utilizar um determinado tipo de arvore binaria cujo pior caso para a busca
ndo seja necessariamente tdo pequeno quanto o minimo 1 + l log, nJ passos alcancado pela arvore completa. A ideia € exigir,
porém, que a altura dessa nova arvore seja da mesma ordem de grandeza que a de uma completa com 0 mesmo nimero de nos.
Isto é, que possua altura igual a O(log n). Além disso, é desejavel que esta propriedade se estenda a todas as subarvores: cada
subarvore que contém m nds deve possuir altura igual a O(log m). Uma arvore que satisfaca essa condi¢éo é denominada
balanceada. Intuitivamente, a ideia é utilizar arvores cuja altura, embora possa ser maior do que a minima 1 + l log, nJ , ainda
assim ndo ultrapasse O(log n). Por outro lado, como a forma de uma arvore balanceada é menos rigida do que a de uma completa,
torna-se, em principio, mais facil o seu rebalanceamento, isto €, o restabelecimento das condi¢des de balanceamento, apds a
realizacdo de operagBes como inclusdo ou exclusdo de nos. De fato, mais adiante serdo examinados tipos de arvores binarias que
satisfazem a condicdo de balanceamento e que, ap0s a realizagdo de inclusdes ou exclusdes, empregam operagdes de
rebalanceamento que requerem apenas O(log n) passos.

Arvores AVL

Nesta secdo examina-se o primeiro tipo de arvores balanceadas, as arvores AVL. De inicio, conceitua-se a estrutura a ser estudada.
Em seguida, prova-se que as arvores AVL sdo, de fato, balanceadas. O algoritmo de incluséo e as operacGes de rebalanceamento
sdo analisados na ultima parte da secdo.

Uma arvore binaria T € denominada AVL quando, para qualquer n6 de T, as alturas de suas duas subarvores, esquerda e
direita, diferem em modulo de até uma unidade. Nesse caso, v € um né regulado. Em contrapartida, um né que ndo satisfaca essa
condicdo de altura é denominado desregulado, e uma arvore que contenha um no nessas condicGes é também chamada
desregulada. Naturalmente, toda arvore completa é AVL, mas ndo necessariamente vale a reciproca. Por exemplo, a arvore da



Figura 5.2(a) € AVL, enquanto a da Figura 5.2(b) ndo o é, pois a subarvore esquerda do né v assinalado possui altura 2 e a
subarvore direita é de altura zero.

Balanceamento de Arvores AVL

A primeira tarefa consiste em mostrar que toda arvore AVL é balanceada. Para tal, a ideia é considerar uma arvore AVL com n
nos, determinar o valor maximo que sua altura h pode alcancar e verificar se esse valor satisfaz h = O(log n). Ou, entdo, pode-se
fixar h e determinar o valor minimo do nimero de noés. Isto é, o problema que se apresenta pode ser formulado nos seguintes
termos: dada uma arvore AVL de altura h, qual seria o valor minimo possivel para n?

Para resolver esse problema, observa-se, inicialmente, que numa arvore binaria de altura h a altura de uma das subarvores da
raiz € h — 1, enquanto a da outra € menor ou igual a h — 1. Numa arvore AVL, porém, a altura dessa Ultima subarvore se restringe a
h—1ouh -2, uma vez que, se fosse menor do que h — 2, sua raiz estaria desregulada. Contudo, como se deseja uma arvore AVL
com namero minimo de nos, deve-se considerar a segunda subarvore como de alturah —2 e ndo h — 1.

Essa observacdo permite construir a &rvore procurada de forma recursiva. Seja T, uma arvore AVL com altura h e nimero
minimo de nés. Para formar T,, consideram-se, inicialmente, os casos triviais. Se h =0, T, € uma arvore vazia. Se h=1, T,
consiste em um Unico nd. Quando h > 1, para formar T,, escolhe-se um né r como raiz. Em seguida, escolhe-se T, , para formar a
subarvore direita de t, e T,_, para a esquerda. A Figura 5.3 ilustra o processo de construgéo.

Arvores AVL e ndo AVL.

T

Construcéo da arvore minima AVL.

TN

(a) (b) () (d)

Arvores T,.

Observe que se pode intercambiar as subarvores direita e esquerda de r sem alterar o balanceamento dos nds da arvore. Isto é,
para h > 1, existem varias arvores AVL com a mesma altura h e 0 mesmo ndmero minimo de nos.

E possivel, contudo, se restringir a forma de construcao anterior sem perda de generalidade. Por exemplo, na Figura 5.4, as
arvores (), (b), (c) e (d) correspondem as construcdes de T, T,, T, e T,, respectivamente.

Dispondo dos meios para construir T,, 0 proximo passo é determinar o nimero de nds de T,. Para facilitar essa tarefa, observa-
se que basta calcular um limite inferior do valor procurado em termos de h. Seja |T,| 0 nimero de nés de T,. Da construcdo
anterior, segue-se que



|7 =0, para b =0

|7 =1, h=1 . i
Os valores de |T;| encontram-se 1T) =1+ 70| + | Toss b1 tabelados na Figura 5.5 até h = 10.
b7
0 0
L 1
3 4
4 7
s 12

~1 o
(=]
=1

10 143
NUmero minimo de nés em arvores AVL de altura h.

Para encontrar o valor de |T,| em termos de h compara-se, inicialmente, |T,| com f;, 0 h-ésimo termo da sequéncia de
Fibonacci, cujo valor é aqui reproduzido:

f, =0, para h =10
£ =1 h=1
f;r:!::-—1+}cf;—3’ h=>1
Observe a analogia existente entre 0 nimero de nos |T| e o valor f,,. Segue-se, diretamente,
que [Ty > f,.
Para h > 1, o h-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci (Exercicio 5.3) é dado por
j—i 1|\/§L_1 NERE
J5 2 2
N [1 fa] )
h=0,— = 1.
Como B2 Portanto,
7| 1 (1+45
N
Fazendo « =1 +5)/2 tem-se
|7,| > % a" =1

Ou seja,

log (|7,]+1) =/ —log, \/g

Transformando o logaritmo para a base 2, conclui-se que

1 - =
log,(|7,| +1) + log, = O(log ).

0g, 4

h <
1

Esse resultado indica que a arvore AVL é, de fato, balanceada.

Inclusio em Arvores AVL

Seja T uma arvore AVL, na qual serdo efetuadas inclusbes de nds. Para que T se mantenha como arvore AVL apds as inclusdes (e,
consequentemente, permanecam validos os resultados descritos, relativos ao seu balanceamento) é preciso efetuar operac@es de
restabelecimento da regulagem de seus nés, quando necessario.



A ideia consiste em verificar, apds cada inclusdo, se algum no p se encontra desregulado, isto é, se a diferenca de altura entre
as duas subarvores de p tornou-se maior do que um. Em caso positivo, aplicar transformacdes apropriadas para regula-lo.

Seréo utilizadas as quatro transformacdes indicadas na Figura 5.6, denominadas, respectivamente, rotacdo direita, rotagdo
esquerda, rotacdo dupla direita e rotacdo dupla esquerda. As subarvores T, T,, T; e T, que aparecem na figura podem ser vazias
ou ndo. O né p é chamado raiz da transformagéo.

Por exemplo, a Figura 5.7(c) representa o efeito de uma rotacao direita da raiz e, efetuada na arvore da Figura 5.7(b). Observe
que essas transformacgdes preservam a natureza da arvore como sendo binéria de busca. Isto €, se o valor da chave de um n6 v for
inferior ao da correspondente ao n6 w, entdo acontece uma dentre as seguintes possibilidades: v pertence a subarvore esquerda de
w, ou w pertence a subarvore direita de v.

Uma analise da operacdo de inclusdo é efetuada a seguir. No processo, tornar-se-a evidente como aplicar as transformacoes.

Suponha que o nd q foi incluido em T. Se apos a inclusdo todos os nds se mantiveram regulados, entdo a arvore manteve-se
AVL e ndo ha nada a efetuar. Caso contrario, seja p 0 n6 mais proximo as folhas de T que se tornou desregulado. Observe que ndo
h& ambiguidade na escolha de p, pois qualquer subarvore de T que se tornou desregulada apds a inclusdo de q deve
necessariamente conter p. Entdo p se encontra no caminho de q a raiz de T, e sua escolha é unica. Sejam he (p) e hy (p) as alturas
das subarvores esquerda e direita de p, respectivamente. Naturalmente, |he (p) — hp (p)| > 1. Entéo, conclui-se que |he (p) — hp (p)]
=2, pois T era uma arvore AVL e, além disso, a inclusdo de um né ndo pode aumentar em mais de uma unidade a altura de
qualquer subarvore. Podem-se identificar os seguintes casos de anélise:

(a) 9 (b)
ORI = "
{
/2
()
()
()
()

£ A

(c) e d)
A8 =
/B /B ” AN

=
o A rotagan o

dupla

N O A A A A

(h)

A B w= @
dupla

QAT A A A A
/A [

Rotacdes em arvores binarias de busca.

Caso 1: he(p)>hy (p)

Entdo, g pertence a subarvore esquerda de p. Além disso, p possui o filho esquerdo u # g. Pois, caso contrario, p ndo estaria
desregulado. Finalmente, por esse mesmo motivo, sabe-se que he (u) = hp (u). As duas seguintes possibilidades podem ocorrer:

Caso 1.1: hg (u) > hp (u).



Essa situacdo corresponde a da Figura 5.6(a), sendo g um no pertencente a T,. Observe que h(T,) —h(T,) =1 e h(T,) =
h(T5). Consequentemente, a aplicacdo da rotagdo direita da raiz p transforma a subarvore considerada na da Figura 5.6(b), 0
que restabelece a regulagem de p.

Caso 1.2: hy (u) > hg (u)
Ent&o u possui o filho direito v, e a situacdo é ilustrada na Figura 5.6(e). Nesse caso, vale

IN(T2) — h(T3)l < 1 e max {h(Ty), h (T3)} = h(T,) = h(T,).

Aplica-se entdo a rotacdo dupla direita da raiz p. A nova configuracdo aparece na Figura 5.6(f), e a regulagem de p é
restabelecida.
Caso 2: hy (p) > he (p)
Dessa vez, p possui o filho direito z # g. Segue-se que he (2) # hp (2), e as demais situagdes sdo as seguintes:

Caso 2.1: hp (2) > he (2)
Esse caso corresponde a Figura 5.6(c), sendo g pertencente a T,. As relacGes de altura sdo agora

h(Ts) —h(T2) = 1 e h(T,) = h(T,).

Isso significa que a rotagdo esquerda torna a arvore novamente AVL (Figura 5.6(d)).
Finalmente, a Ultima possibilidade €

Caso 2.2:hg (2) > hp (2)

Entdo z possui o filho esquerdo y (Figura 5.6(g)). Observe que as alturas das subarvores T,, T,, T; e T, satisfazem as
mesmas rela¢fes do Caso 1.2. Dessa forma, a aplicacdo da rotagdo dupla esquerda transforma a subarvore na indicada em
5.6(h). E p torna-se novamente regulado.

A argumentacdo apresentada mostra que a regulagem de p é restabelecida pela aplicacdo apropriada de uma das
transformacdes estudadas. Além disso, é facil concluir que o pai de p, apés a transformacéo, encontra-se tambeém regulado, pois a
transformacdo diminui de uma unidade a altura da subarvore da raiz p. Isto assegura a regulagem de todos o0s n6s ancestrais de p.
Consequentemente, uma Unica transformacao € suficiente para regular T. Como exemplo, considere a arvore AVL da Figura
5.7(a), onde o valor de cada chave é o valor alfabético indicado. Suponha que o0 n6 a deva ser incluido na arvore. Apds a incluséo,
esta se transforma na arvore da Figura 5.7(b), que ndo é AVL. O nd e tornou-se desregulado, pois a altura de sua subarvore
esquerda excede em duas unidades a da direita. Além disso, esse n6 é o mais proximo as folhas da arvore, dentre aqueles
desregulados. Finalmente, o novo no a pertence a subarvore esquerda do filho ¢ de e. Logo, a situacdo corresponde ao Caso 1 da
andlise. A aplicacdo de uma rotacdo direita da raiz e torna esse né novamente regulado. O resultado da rotacdo esta ilustrado na
Figura 5.7(c). Observe, na Figura 5.7(b), que 0 n6 g também se encontra desregulado. A rotagdo utilizada também o regula.

Implementacao da Inclusao

Nesta se¢do e apresentada a implementacdo da operacdo de inclusdo em arvores AVL.

Seja T uma arvore AVL e x a chave a ser incluida em algum novo né g. O processo completo de inclusdo pode ser dividido do
seguinte modo. Inicialmente, efetua-se uma busca em T para verificar se x ja se encontra em T. Em caso positivo, 0 processo deve
ser encerrado, pois se trata de uma chave duplicata. Caso contrario, a busca encontra o local correto do novo no. Segue-se, entéo, a
inclusdo propriamente dita. Deve-se verificar, em seguida, se essa operagdo tornou algum né desregulado. Em caso negativo, o
processo termina, pois T permanece AVL. Caso contrério, a regulagem de T deve ser efetuada. De acordo com a Gltima secéo,
essa regulagem consiste na execugdo de uma das operacgdes de rotacao da Figura 5.6. A Gltima etapa, pois, consiste no
reconhecimento da operacado de rotagdo indicada ao caso e em sua posterior execucao. Isto devolve a T a condi¢do de arvore AVL.

Em seguida, serdo discutidos alguns aspectos do procedimento anterior. O primeiro problema ainda ndo detalhado é o de
verificar se algum no v de T se tornou desregulado apo6s a inclusdo. H& uma solugdo direta bastante simples para resolver essa
questdo. Basta determinar as alturas de suas duas subarvores e subtrair uma da outra. Essa operacdo pode ser realizada, sem



dificuldades, percorrendo-se a subarvore de raiz v em T. Mas isto consome tempo O(|T(v)|), ou seja, O(n). Além disso, em
principio, qualquer né do caminho de q até a raiz da arvore pode ter se tornado desregulado. Ent&o, a aplicagdo direta desse
procedimento conduz a um algoritmo de complexidade O(n log n), o que o torna fora de cogitacdo. Essa complexidade pode ser
facilmente reduzida para O(n), percorrendo-se T de baixo para cima e armazenando-se o valor da altura de cada subarvore.
Naturalmente, h(v) = 1 + max{h (v), hp (v)}. Entretanto, para alcancar a meta de efetuar a inclusdo em tempo O(log n), utiliza-se

um processo diferente. Define-se o rétulo balango(v), para cada né v de T como

(a)

(]

(c)

Regulagem de arvore AVL.
balango(v) = hy (V) — hg (V).

Observa-se que v esta regulado se e somente se —1 < balan¢o(v) < 1. O problema ¢ como atualizar balanco(v) de forma
eficiente, tendo em vista a inclusdo de g. A ideia consiste em determinar o efeito dessa inclusdo nos valores de balanco(v). Se q
pertencer a subarvore esquerda de v e essa inclusdo ocasionar um aumento na altura dessa subarvore, entdo subtrai-se uma unidade
de balango(v). Se esse valor decrescer para —2, indica que v se tornaré desregulado. Analogamente, se g pertencer a subarvore
direita de v e provocar um aumento de sua altura, adiciona-se uma unidade a balango(v). O no v ficara desregulado, nesse caso, se
balango(v) aumentar para 2.

Para completar o processo, resta ainda determinar em que casos a inclusdo de ¢ provoca um acréscimo na altura h(v) da
subarvore T(v). Para resolver esta questdo, é interessante que se obtenha um método simples e eficiente, isto €, que possa ser
resolvido em tempo constante. De inicio, observa-se que a inser¢do do né q acarreta obrigatoriamente uma alteracdo na altura da
subarvore esquerda ou direita (de acordo com a nova chave) de seu né pai w. A situacdo do campo balango permite avaliar se essa
alteracdo pode, ou ndo, se propagar aos outros nds v do caminho de w até a raiz da arvore. Suponha que o0 né q é inserido na
subarvore esquerda de v. A andlise se inicia com v = w e prossegue em seus nos ancestrais, de forma recursiva. O processo se
encerra quando da constatacdo de que a altura de T(v) ndo foi modificada, ou de que v se tornou regulado. Trés casos distintos
podem ocorrer:

Caso 1: balanco(v) = 1 antes da incluséo.



Neste caso, balango(v) se torna 0 e a altura da subarvore de raiz v ndo foi modificada. Consequentemente, as alturas dos nos
restantes do caminho até a raiz da arvore ndo se alteram.

Caso 2: balango(v) = 0 antes da incluséo.

Neste caso, balanco(v) se torna —1 e a altura da subarvore de raiz v foi modificada. Consequentemente, os nés restantes do
caminho até a raiz também podem ter suas alturas modificadas e devem ser analisados. Se v € a raiz de T, a analise se encerra, pois
nenhum no se tornou desregulado. Caso contrario, repetir o processo com v substituido por seu pai.

Caso 3: balanco(v) = -1 antes da inclusio.

Neste caso, balanco(v) se torna —2 e 0 nd estéa desregulado. A rotacdo correta deve ser empregada. Qualquer rotacdo implica
que a subarvore resultante tenha a mesma altura da subarvore antes da inclusdo. As alturas dos ancestrais de v ndo mais
necessitam de avaliacao.

Para uma insercao na subarvore direita de v, casos simetricos devem ser considerados.

Apos a regulagem da arvore, completa-se o processo. O algoritmo visto a seguir busca e insere, se possivel, uma nova chave x
numa arvore AVL. Observe que um s algoritmo foi considerado para as duas tarefas, ao contrario do que ja foi visto em capitulos
anteriores. Tal enfoque se deve a necessidade de conhecer todo o caminho da raiz até o nd inserido ao se regular a arvore. O
procedimento recursivo ins-AVL cumpre essa tarefa.

De inicio, a posic¢do de insercao é procurada determinando-se, na pilha de recursdo, o caminho da raiz até o novo n6. O
procedimento inicio-no aloca o novo nd. Apos a inser¢do, o procedimento percorre o caminho inverso na arvore, acertando o
campo bal que implementa o rétulo balanco, ja mencionado. Por meio deste pode-se conferir a regulagem de cada no,
determinando-se entdo o né p apontado por pt. A operagdo de rotacdo conveniente € efetuada imediatamente. O parametro l6gico
h retorna se houve ou néo alteracdo na altura da subarvore do né em questéo, induzindo entéo a atualizacdo do campo bal. A
variavel ptraiz € um ponteiro para a raiz da arvore. A chamada externa é ins-AVL(X, ptraiz, h).

Algoritmo 5.1 Busca e insercdao em arvore AVL

procedimento inicio-no(pt)
ocupar(pt)
ptt.esq:=A;, pt1.dir:=2
pt 1. chave :=x; pt1.bal:=0
procedimento casol(pt, h)
ptu :=pt 1. esq
se ptu 1. bal = -1 entéo
pt 1. esq ;= ptu 1. dir; ptu 1. dir:=pt
pt 1. bal :=0; pt:=ptu
sendo ptv := ptu 1. dir
ptu 1. dir :=ptv 1. esq; ptv1.esq:=ptu
pt 1. esq = ptv 1. dir; ptv 1. dir ;= pt
se ptv 1. bal =-1 ent&do pt 1. bal := 1 sendo pt 1. bal :=0
se ptv 1. bal =1 enté&o ptu 1. bal := -1 sendo ptu 1. bal :=0
pt := ptv
ptt.bal:=0; h:=F
procedimento caso2(pt, h)
ptu :=pt 1. dir
se ptu 7. bal =1 entéo
pt 1. dir := ptu 7. esq; ptu 1. esq :=pt
pt 1. bal :=0; pt:=ptu
sendo ptv ;= ptu 1. esq
ptu 1. esq :=ptv 1. dir; ptv 1. dir ;= ptu



pt 1. dir :=ptv 1. esq; ptv 1. esq :=pt
se ptv 1. bal =1 entdo pt 1. bal :=-1 sendo pt 1. bal :=0
se ptv 1. bal =-1 entdo ptu 1. bal := 1 sen&o ptu 1. bal :=0
pt := ptv
ptt.bal:=0; h:=F
procedimento ins-AVL(X, pt, h)
se pt=Aentédo
inicio-no(pt)
h:=V
sendo se X =pt 1. chave entéao pare
se X< pt 1. chave entédo
ins-AVL(x, pt 1. esq, h)
se hentdo
caso pt 1. bal seja
l:ptt.bal:=0; h:=F
0: pt1.bal :=-1
—1: casol(pt, h) % rebalanceamento
sendo ins-AVL(x, pt 1. dir, h)
se hentdo
caso pt 1. bal seja
~l:pt1.bal:=0; h:=F
0: pt1.bal :=-1
—1: caso2(pt, h) % rebalanceamento
E imediato verificar que apenas uma operacao de rotacao, simples ou dupla, foi realizada. Além disso, o procedimento ins-
AVL produz o efeito de percorrer a arvore desde a sua raiz até o n6 g incluido. Portanto, o nimero de passos realizados é O(log n).
A operacdo de exclusao de nds em arvores AVL também pode ser efetuada em O(log n) passos. Basicamente, apds a exclusao
do nd desejado, a ideia consiste em verificar se a arvore se tornou desregulada. Analogamente ao caso das inclusdes, a
computacdo pode se restringir ao exame dos nds no caminho da raiz até alguma folha. Contudo, ao contrario do caso anterior, ndo
basta necessariamente uma Unica rotacdo para regular a &rvore. De fato, 0 nimero de operagdes de rotacao necessarias pode
atingir O(log n). Por exemplo, a Figura 5.8(a) apresenta uma arvore AVL, da qual se deseja excluir o n6 d. Apds a exclusdo, o no
¢ deve ser regulado. Aplica-se uma rotacao dupla direita (Figura 5.8(b)), o que tornara, por sua vez, o no e desregulado. E
necessaria, entdo, uma rotacao adicional, e o processo se encerra. O resultado final é visto na Figura 5.8(c).



(a)

(b)
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Remocédo em arvore AVL.

Arvores Graduadas e Rubro-negras

Descricao

Nesta se¢do serd examinado outro tipo de arvores binarias de busca, as arvores graduadas. Elas constituem uma generalizacéo das
arvores AVL e preservam a caracteristica de balanceamento. Essa nova familia de arvores serd aqui descrita e discutidas suas
formas de representacdo. Em seguida, sera demonstrado que arvores graduadas sdo balanceadas. Finalmente, um algoritmo de
inclusdo serd apresentado e o problema da excluséo, discutido. O estudo das arvores graduadas sera feito em paralelo ao estudo
das arvores rubro-negras. Essas duas estruturas sdo equivalentes entre si. Todas as arvores de busca consideradas nesta se¢ao
compreendem também a representacéo dos nos externos. Por extensdo da defini¢do de altura, considera-se a altura de um no
externo 0.

Seja T uma arvore binaria de busca. Considere a associa¢cdo de um rotulo inteiro, denominado posto, a cada um de seus nés. T
é graduada quando, para todo v € V, posto(v) satisfaz:

0] se v € um no externo, posto(v) = 0;
(i) se v é pai de no externo, posto(v) = 1;

(iii) se v possui pai w, posto(v) < posto(w) < posto(v) + 1;
(iv) se v possui avd w, posto(v) < posto (w).

O n6 v é denominado equilibrado se satisfaz (i)-(iv) e desequilibrado em caso contrario. Naturalmente, uma arvore graduada é
aquela cujos nos sao todos equilibrados. Por exemplo, na Figura 5.9(a) todos os nés estdo equilibrados, exceto o né v assinalado.
O valor posto(v) = 2 contradiz (iv). Alterando-se esse valor para 1, como indicado na Figura 5.9(b), obtém-se uma rotulacéo
correta. O exemplo da Figura 5.9(c) é o de uma arvore nao graduada, pois nao existe rotulacdo possivel para seus nés que satisfaca
(i)-(iv). Observa-se que (ii) implica posto(v) = posto(t) = 1, enquanto (iv) implica posto(v) < posto (t).

Uma outra familia de arvores, fortemente relacionada as arvores graduadas, é definida a seguir.



Seja T uma arvore binaria de busca. Considere agora a associacdo de uma cor rubra ou negra a cada um de seus nos. T é
rubro-negra quando existe uma coloracdo dos nos de T tal que:

@ se v é externo, v é negro;
(b) 0s caminhos de v para seus descendentes nos externos possuem idéntico nimero de nds negros;
(©) se v é rubro e ndo € a raiz da arvore entdo seu pai € negro.

Analogamente ao caso das arvores graduadas, um no que satisfaz (a)-(c) é denominado equilibrado e, caso contréario,
desequilibrado. Uma éarvore rubro-negra é, portanto, aquela cujos nos séo todos equilibrados. Se, pelo menos, um de seus nés for
desequilibrado, entdo a arvore também é dita desequilibrada. Por exemplo, a arvore da Figura 5.10 é rubro-negra. As cores de
seus nos estdo representadas pelas iniciais R e N. Por outro lado, a da Figura 5.9(c) ndo o €, pois ndo existe coloracdo possivel para
0s seus nos de modo que (a)-(c) sejam sempre satisfeitos. Nesse exemplo, para satisfazer (a) e (b) os nés w e v devem ambos ser
rubros, o que contradiz (c).

Arvore rubro-negra.

Existe uma correspondéncia entre arvores graduadas e rubro-negras. Dada uma arvore graduada, pode-se colorir seus veértices
com as cores rubra ou negra, de modo que (a)-(c) sejam satisfeitas. Reciprocamente, em uma arvore rubro-negra é possivel definir
o rétulo posto(v) para cada um de seus Vértices, de modo a satisfazer (i)-(iv). Essa correspondéncia é descrita a seguir.



Conversdo A: Arvore Graduada = Arvore Rubro-negra

Seja T uma arvore graduada. Atribui-se uma bicoloragdo a T percorrendo-se a arvore de cima para baixo. Se v éaraiz de T,
entdo cor(v) := negra. Caso contrario, seja w o pai de v. Define-se cor(v) := rubra se posto(v) = posto(w) e negra, no caso
contrario.

Conversdo B: Arvore Rubro-negra = Arvore Graduada

Seja T uma arvore rubro-negra. Efetua-se uma atribuicao de valores posto(v) a seus nos percorrendo-se a arvore de baixo para
cima. Se v € um nd externo, entdo posto(v) := 0. Caso contrério, seja g um filho de v. Define-se posto(v) := posto(q) se q for rubro,
ou posto(v) := posto(q) + 1 se g for negro.

E necessario provar que as conversdes A e B estdo corretas. Os Lemas 5.1, 5.2 e 0 Teorema 5.1 executam essa tarefa.

Lemab5.1

Seja T uma arvore rubro-negra a qual se aplica a conversdo B. O valor de posto(v) € o mesmo, qualquer que seja seu filho g
escolhido na conversdo B. E mais, posto(v) € igual ao nimero de nds negros no caminho de qualquer filho de v para seus
descendentes externos.

PROVA A prova é feita por inducdo em h(v), v € T. Seja T uma arvore rubro-negra, v um vértice de T e NN(v) o nimero de nds

negros em qualquer caminho dos filhos de v para seus descendentes externos. Sejam w; e w, filhos de v.

Se h(v) = 1, entdo w, e w, sdo nds externos, logo negros, por definigdo. Pela conversdo B, posto(w,) = posto(w,) = 0. Entdo,
posto(v) = 1, independentemente de q ser escolhido w; ou w,. Logo, NN(v) = 1 e o lema vale.

Suponha agora a conversao B valida para subarvores de altura h — 1. Seja v tal que h(v) = h. Sabe-se que h(w;) <h .

Caso 1: vérubro

Por (c), conclui-se que w; e w, sdo ambos negros. Entdo, NN(v) = NN(w;) + 1 = NN(w,) + 1. Isto €, NN(w;) = NN(w,).

Como o lema vale para w; e w,, posto(w,) = NN(w;), posto(w,) = NN(w,). Tem-se que posto(w,) = posto(w,), sendo indiferente
a escolha de w, ou ws,.

Se posto(v) é calculado a partir de w; ou w,, segue-se que posto(v) = posto(w,) +1 = posto(w,) + 1. Como w;, e w, sdo ambos
negros, conclui-se que posto(v) = NN(v).

Caso 2: vénegro

Se o0 nd filho w; for negro, entdo, por (b), NN(v) = NN(w;) + 1. Assumindo-se, na conversdo B, que g = w; tem-se posto(v) =
posto(w;) + 1. Como NN(w;) = posto(w;), conclui-se que posto(v) = NN(v).

Se 0 n6 w; for rubro, entdo NN(v) = NN(w;). Assumindo-se, na conversdo B, que g = w; tem-se posto(v) = posto(w;). Conclui-se
também que posto(v) = NN(v).

Ora, como em ambos 0s casos posto(v) = NN(v), isto mostra que é indiferente a escolha do vértice w, ou do vértice w, para a
determinacg&o do posto(v).

Lemab5.2

Seja T uma arvore graduada a qual se aplica a conversao A. O numero de nés negros no caminho de qualquer filho do vértice v
para seus descendentes nds externos € igual a posto(Vv).

PROVA A atribuicdo de cores pela conversdo A é feita de cima para baixo, a partir da raiz da &rvore, a qual é atribuida a cor
negra. Por (iii) cada decremento do valor de posto de pai para filho &, no maximo, igual a 1. Esse decremento corresponde a
um né ao qual é atribuida a cor negra pela conversdo A. Como os valores dos postos sdo decrementados até os nds externos,
que possuem todos o valor 0, por (i), 0 nimero de nds negros € 0 mesmo para qualquer caminho a partir de um filho do né
dado e equivale a seu posto.

Uma arvore € graduada se e somente se for rubro-negra.



PROVA Seja T uma arvore graduada & qual sera aplicada a conversdo A. Deve-se mostrar que a arvore resultante é rubro-negra.
Sejam v e w nos de T, sendo w pai de v. Pela conversdo A, sabe-se que cor(v) = R se posto(v) = posto(w) e, em caso contrério,
cor(v) = N. Por (i) e (ii), se v € um nd externo, posto(v) # posto(w). Entdo, cor(v) = N e (a) esta satisfeito.

O Lema 5.2 demonstra o item (b).

Seja v rubro e w pai de v. Se w é raiz da arvore, cor(w) = N por construcdo e (c) é satisfeito. Se w ndo € raiz, seja u avé de v.
Como cor(v) = R entdo posto(w) = posto(v). Por (iv), posto(u) # posto(w) e cor(w) = N. O item (c) é satisfeito. Logo, T é rubro-
negra.

Considere a reciproca e seja agora T uma arvore rubro-negra a qual foi aplicada a conversdo B. Pelo Lema 5.1, sabe-se que 0
valor de posto(v) € calculado, sem ambiguidade, a partir de qualquer de seus filhos. Tal fato é considerado na demonstracao que se
segue.

Como T é rubro-negra, por (a) sabe-se que o nd v, externo, é negro. Pela conversao B, posto(v) = 0 e, para 0 n6 w, pai de v,
tem-se posto(w) = posto(v) + 1; (i) e (ii) estdo satisfeitos.

Seja o no v, seu pai w e seu avd u (se existir). Se cor(v) = R, entdo posto(w) = posto(v). Se cor(v) = N, entdo posto(w) =
posto(v) + 1 e (iii) € satisfeito.

Por (c), ou cor(v) = N, ou cor(w) = N, ou ambas. Logo, pela conversdo B, posto(u) > posto (v), e (iv) € satisfeito. Entdo, T é
graduada.

Um exemplo de correspondéncia entre arvores graduadas e rubro-negras é dado pelas Figuras 5.9(b) e 5.10.

O Teorema 5.1 permite tratar uma arvore graduada como rubro-negra e vice-versa, indistintamente. Isto é, pode-se supor que
cada um de seus nos possui um posto satisfazendo (i)-(iv) e uma cor satisfazendo (a)-(c).

Balanceamento

Os lemas que se seguem demonstram que arvores graduadas sdo balanceadas. O primeiro deles estabelece um limite superior para
a altura de um no da arvore.

Lema 5.3

Seja T uma arvore graduada com n nds internos e altura h. Entéo,
h(v) <2 x posto(v).

PROVA Sejam atribuidos rotulos rubro-negros a T atraves da conversdo A. O argumento é por inducdo em h, altura de T. Se h(v)
=0, v é um nd externo e posto(v) = 0. Vale o lema.

Quando h(v) > 0, suponha o resultado verdadeiro para todos os nés w tais que h(w) < h (v). Sejam w;,, w, os filhos de v, e w;
0 nd de altura méaxima, dentre w, e w,. Sabe-se que h(w;) < h (v). Entéo, o lema vale e h(w;) <2 x posto(w;). Dois casos podem
ocorrer. Inicialmente, se posto(w;) = posto(v) — 1, tem-se

h(w;) <2 x posto(w;) < 2 X posto(V).

Como h(v) = h(w;) + 1, segue-se h(v) <2 x posto(v) e vale o lema.
No segundo caso, posto(w;) = posto(v). Sabe-se que w; é rubro e v é negro; pelo Lema 5.2, tem-se que

posto(w;) = NN(w;).

Chamando NR(v) o maior nimero de nds rubros existentes em algum caminho de um filho de v até seus descendentes, tem-
se

h(w;) = NN(w;) + NR(w;).

Ora, NR(w;) < NN(w;), uma vez que ndo existem dois nds rubros consecutivos, w; € rubro e ndo é contado, e o n6 externo é
obrigatoriamente negro. Entdo,



h(w;) <2 x NN(w;) — 1 = 2 x posto(w;) — 1 = 2 x posto(v) — 1.
Como h(v) = h(w;) + 1, novamente € valido
h(v) <2 x posto(v).

O seguinte conceito sera agora utilizado. Seja T uma arvore binaria formada de nos internos e externose vumno de T. A
subarvore interna de T com raiz v € a subarvore de T obtida a partir de T(v) pela exclusdo de seus nds externos. Utiliza-se o
simbolo T, (v) para representa-la. Por exemplo, a Figura 5.11(b) ilustra a subarvore interna com raiz v da arvore da Figura 5.11(a).

O proximo lema estabelece um limite inferior para o nimero de n6s de uma subarvore interna de uma arvore graduada.

@) (b)
Subérvore interna.

Lema 5.4
Seja T uma arvore graduada e T, (v) a subarvore interna do né v. Entdo,

T, (V)] 2 2200 - 1,

PROVA A subarvore T, (v) possui cardinalidade minima exatamente no caso em que T satisfaz a seguinte condi¢do: todo né w de
pai z € tal que posto(w) = posto(z) — 1. Se isto ndo ocorre, posto(w) = posto(z). Nesse caso, a seguinte providéncia pode ser
tomada: remover a subarvore T, (z) e substitui-la por T, (w). A nova arvore assim formada é naturalmente também graduada e
T, (v) possui menos Vértices do que na alternativa anterior. Contudo, se posto(w) = posto(z) — 1 para todo né w de pai z, entdo
T é uma arvore cheia, com todas as folhas no mesmo nivel. Além disso, posto(v) = h(v) para todo n6 v. Como 2"¥ = |T, (v)| + 1
na arvore de tamanho minimo, de um modo geral vale [T, (v)| > 2P%°™ — 1,

Finalmente, pode-se enunciar o resultado seguinte:

Seja T uma arvore graduada com n nds internos e altura h. Entéo,
hmy <2l togin + )] .

PROVA Seja r a raiz de T. Pelo lema anterior, |T, (r)| > 2P°® — 1. Pelo Lema 5.3, h(r) < 2 x posto(r). Mas, [T, (r)]=ne h(r) =
h(T). Entdo, log(n + 1) > posto(r). Como posto(r) € inteiro, vale l log(n + 1)J > posto(r). Logo,

h(r) <2l togin + 1)l .
Consequentemente, arvores graduadas sdo balanceadas.

Inclusao

O problema da inclusdo em arvores graduadas € agora abordado. A exemplo das &rvores AVL, a inclusdo de um novo no6 pode
desequilibrar a arvore. Se isto ocorrer, ha necessidade do emprego de operacdes de equilibrio para tornar a &rvore novamente



graduada. Em seguida, serd mostrado que essas operagdes tambem podem ser efetuadas em tempo O(log n). Na descrigéo a seguir
utilizar-se-4 a arvore rubro-negra correspondente.

Seja T uma arvore rubro-negra e ¢ um no a ser incluido em T. Suponha que o valor da chave que g contém seja diferente das
demais chaves de T. Nesse caso, 0 algoritmo de inclusdo em arvores binarias substituird um dos nos externos de T pelo novo no
interno g, obtendo uma nova arvore T*. Os filhos esquerdo e direito de q séo definidos como nos externos. Sejam v e w 0 pai e 0
avo de g em T*, respectivamente, se existirem. A questdo consiste em verificar se T* & também rubro-negra e, em caso contrario,
equilibrar seus nds de forma conveniente. Para saber se T* é rubro-negra, basta verificar as condices (a)-(c). E imediato que (a) é
verdadeiro. Define-se g como rubro. Entéo (b) também vale. Resta testar (c). As seguintes possibilidades podem ocorrer:

(a)

(b)

Inclusdo em arvore rubro-negra.

Caso 1: vénegro

Entdo (c) é verdadeiro e T * é rubro-negra. Nao ha necessidade de operacdes de equilibrio (Figura 5.12).

Caso 2: vérubro

Neste caso, 0 n6 incluido g ndo satisfaz (c) (Figura 5.13(b)). Torna-se entdo necessario equilibra-lo. Observe que, se v ndo é a
raiz da arvore, 0 seu pai w é necessariamente negro. Indaga-se, em seguida, a cor do nd t, irméo de v. Os seguintes casos podem
ocorrer:

Caso 2.1: térubro

Altera-se a cor de v, t e w. Os nds v e t tornam-se negros e w, rubro. Naturalmente, (b) e (a) permanecem validos. Além
disso, (c) é valido para qualquer n6 das subarvores T(v) e T(t). O né w, avo de g, pode porém ter se tornado desequilibrado,
caso 0 Seu pai seja rubro. Isto é, repete-se 0 processo, com a atribuicdo q := w, redefinindo-se v, w e t como pai, avo e tio de g,
respectivamente. No exemplo, o equilibrio da arvore da Figura 5.13(b) produziu a arvore da Figura 5.13(c). Repetindo-se 0
processo, no exemplo, observa-se que o avd w da nova chave g nao se tornou desequilibrado com o equilibrio de g. Portanto, o
processo termina e a arvore € novamente rubro-negra. O pior caso corresponderia a uma arvore em que a propagacgao do
desequilibrio alcancaria um né que fosse a raiz ou filho da raiz.



(a)

(c)

Inclusdo em arvore rubro-negra com desequilibrio.

Caso 2.2: ténegro

Neste caso, utilizam-se as operagdes de rotacdo, conforme definidas na Figura 5.6. De fato, basta uma operacéo de rotagdo
seguida de uma troca de cores conveniente de dois nos para equilibrar q e transformar T * em arvore rubro-negra. Os seguintes
casos podem ocorrer:

Caso 2.2.1: g e filho esquerdo de v e v é filho esquerdo de w
Completa-se o equilibrio efetuando-se uma rotacao direita de raiz w. Em seguida, altera-se a cor de v para negra e a de

w para rubra (Figura 5.14(a)).

Caso 2.2.2: q € filho esquerdo de v e v é filho direito de w
Efetua-se uma rotacdo dupla esquerda de raiz w. Em seguida, altera-se a cor de ¢ para negra e a de w para rubra (Figura

5.14(b)).

Caso 2.2.3: q € filho direito de v e v é filho direito de w
Rotacdo esquerda de raiz w. Alterar v para negro e w para rubro (Figura 5.14(c)).

Caso 2.2.4: q é filho direito de v e v é filho esquerdo de w
Utiliza-se rotacdo dupla direita de raiz w. A troca de cores € a seguinte: ¢ torna-se negro e w rubro (Figura 5.14(d)).
Ao final do processo, todos os nds se encontram equilibrados e, portanto, T* é rubro-negra. Observe que o Caso 2.1 pode
ocorrer iterativamente tantas vezes quanto a metade do piso do comprimento do caminho do novo né q até a raiz, isto &, O(log n)
vezes, uma vez que o desequilibrio pode ser propagado de um no para o seu avo (Caso 2.1). Os demais casos somente podem
ocorrer, N0 maximo, uma vez cada.

Implementacao

A implementacao segue estritamente a estratégia antes descrita.

O procedimento ins-RN (x, ptv, ptw, ptr, a) efetua uma busca para localizar a posi¢do na arvore onde o0 novo no de chave x sera
incluido. Os ponteiros ptv, ptw, ptr apontam para o no corrente da busca, seu pai e seu avo, respectivamente. O equilibrio é
efetuado pelo procedimento rota(ptq, ptv, ptw, ptr, a). Os ponteiros ptv, ptw, ptr sdo definidos como anteriormente, enquanto ptq



aponta para o no filho de v no processo da busca. Na primeira chamada de rota, ptq aponta o novo no incluido. O pardmetro a
controla as chamadas do procedimento rota, que somente sera executado se a = 1. Quando for detectado um caso outro que ndo o
2.1, ter-se-a a = 2, 0 que significa que rota ndo mais sera executado até o final do processo. No Caso 2.1, o valor de a ao final de
rota seré 0. Isto implica que somente seré efetuada uma nova chamada de rota quando o n6 corrente for o avo do atual. A variavel
ptraiz indica, como sempre, um ponteiro para a raiz da arvore. Os nos externos serdo representados de forma a evitar o consumo
desnecessario de memoria. Como estes sdo todos iguais, ndo contendo informacdes, serdo resumidos a um sé no especial,
apontado pelo ponteiro externo. Assim, se v € um nd apontado por pt tal que seu filho esquerdo é um no externo, entdo pt 1. esq =
externo(pt 1. dir = externo). No caso de arvore vazia, define-se ptraiz = externo. O campo cor informa a cor de cada nd, R ou N.
Inicializa-se externo 1. cor = N. O Algoritmo 5.2 implementa o processo. A chamada externa é ins-RN(x, ptv, A, A, 1), com ptv =
ptraiz.

rotagao
direita

rotagéo
dupla
esquerda

rotagio
esquerda

=

otagéo
dupla
direita

Rotagdes para equilibrio de arvore rubro-negra.

Deve-se ainda mencionar uma condig&o assumida pelo algoritmo. E facil observar que qualquer arvore rubro-negra que tenha
raiz rubra pode ter esta raiz transformada em negra, mantendo-se o equilibrio. O algoritmo considera entdo a raiz da arvore
construida sempre como negra. Isto simplificara o procedimento rota.

Algoritmo 5.2 Inclusao em arvore rubro-negra

procedimento ins- RN (X, ptv, ptw, ptr, a)
se ptv = externo entéo
ocupar(ptv)
ptv 1. esq := ptv 1. dir := externo
ptv 1. chave :=x; ptv 1. cor :=R
se ptraiz = externo entéao
ptv 1. cor:=N % novo no € raiz



ptraiz := ptv

sendo se X <ptw 1. chave entéo % incluir n6 na arvore

ptw 1. esq := ptv
sendo ptw 1. dir := ptv
sendo se X #ptv 1. chave entdo
se x <ptv 1. chave entédo
ptq := ptv 1. esq
sendo ptq := ptv 1. dir
ins- RN (x, ptq, ptv, ptw, a)
se a =1 entéo rota(ptq, ptv, ptw, ptr, a)
sendo sea=-0entdoa:.=1
sendo “inser¢do invalida”
procedimento rota(ptq, ptv, ptw, ptr, a)
a:=2
se ptv 1. cor =R entéo
se ptv = ptw 1. esq entéo
ptt := ptw 1. dir
sendo ptt ;= ptw 1. esq

se ptt 1. cor =R entéo % Caso 2.1
ptv 1. cor :=N; ptw t.cor:=R
ptt 1. cor ;=N
a:=0

sendo ptw 1. cor :=R % Caso 2.2

se ptg = ptv 1. esq entéo

se ptv = ptw 1. esq entéo
aux :=ptv; ptvt.cor:=N
ptw 1. esq := ptv 1. Dir
ptv 1. dir := ptw

sendo aux ;= ptq; ptgt.cor:=N
ptw 1. dir := ptq 1. esq
ptv 1. esq :=ptq 1. dir

ptg 7. esq := ptw; ptq 1. dir := ptv

sendo se ptv=ptw 1. dir entéo
aux :=ptv; ptv1.cor:=N
ptw 1. dir := ptv 1. esq
ptv 1. esq := ptw

sendo aux :=ptq; ptq1t.cor:=N
ptw 1. esq := ptq 1. dir
ptv 1. dir ;= ptq 1. esq

% Caso 2.2.1

% Caso 2.2.2

% caso 2.2.3

% caso 2.2.4

ptq 1. esq := ptv; ptq 1. dir := ptw

se ptr #\ entéo

se ptq 7. chave < ptr 1. chave entéo

ptr 1. esq := aux
sendo ptr 1. dir := aux
sendo ptraiz := aux
ptraiz 7. cor :=N



E imediato verificar que cada chamada desses procedimentos consome apenas tempo constante. Portanto, a incluso e o
equilibrio podem ser realizados em tempo O(log n).

Observe também que o espaco adicional necessario para armazenar uma arvore rubro-negra corresponde apenas a um bit por
no, isto €, aquele utilizado para informar a cor desse no.

A exclusdo em arvores rubro-negras também pode ser efetuada por um método simples e eficiente. Em linhas gerais, a
estratégia segue 0s processos anteriores. Apos a operacdo de exclusdo propriamente dita, verifica-se se algum né tornou-se
desequilibrado. Em caso positivo, efetua-se o equilibrio da &rvore. O algoritmo de excluséo e equilibrio pode ser implementado de
forma que o tempo consumido seja de O(log n) por cada operacéo desse tipo. A exemplo do caso devido a inclusdes,
eventualmente torna-se também necessaria a utilizacéo de rotacdes.

Arvores B

Conceitos Basicos

Em muitas aplicagdes a tabela considerada é muito grande, de forma que o0 armazenamento do conjunto de chaves nao pode ser
efetuado na memoria principal, de uma so vez. Nesse caso, torna-se necessaria a manutengéo da tabela em memdria secundéria, o
que acarreta um dispéndio de tempo significativo para acesso a um no da tabela.

Para essas aplicagdes, € de interesse a criacdo de uma estrutura que minimize o tempo de acesso para buscas, inser¢des e
remocdes nessa tabela.

A arvore B, utilizando o recurso de manter mais de uma chave em cada n6 da estrutura, proporciona uma organizagao de
ponteiros tal que as opera¢fes mencionadas sdo executadas rapidamente. Além disso, sua construcao assegura que as folhas se
encontram todas em um mesmo nivel, ndo importando a ordem de entrada de dados.

As arvores B sdo largamente utilizadas como forma de armazenamento em memaria secundaria. Diversos sistemas comerciais
de bancos de dados, por exemplo, as empregam.

Seja d um numero natural. Uma arvore B de ordem d € uma arvore ordenada que é vazia, ou que satisfaz as seguintes

condi¢oes:

(1) a raiz € uma folha ou tem no minimo dois filhos;

(i) cada nd diferente da raiz e das folhas possui no minimo d + 1 filhos;
(iii) cada n6 tem no maximo 2d + 1 filhos;

(iv) todas as folhas estdo no mesmo nivel.

Um n6 de uma arvore B é chamado pagina. Uma pagina armazena entdo diversos nés da tabela original. A estrutura
apresentada satisfaz ainda as propriedades seguintes.

@) Seja m o0 nimero de chaves em uma pagina P ndo folha. Entdo P tem m + 1 filhos. Consequentemente, cada pagina
possui entre d e 2d chaves, exceto o nd raiz, que possui entre 1 e 2d chaves.
(b) Em cada pagina P, as chaves estdo ordenadas: s,, ..., S, d <m < 2d, exceto para a pagina raiz onde 1 <m < 2d. E mais, P

contém m + 1 ponteiros py, ps, ---, Pm Para os filhos de P. Nas paginas correspondentes as folhas, esses ponteiros indicam
A. A Figura 5.15 apresenta a organizacdo de uma pagina, onde |, indica a informacéo associada a chave s,. A tripla (s, I,
p) ou, omitindo-se Iy, o par (s,, p) € chamado uma entrada, k > 0. Se k = 0, por sua vez, 0 ponteiro p, é definido como
entrada.
(c) Seja uma pagina P com m chaves:
— para qualquer chave y, pertencente a pagina apontada por p,,
y <Si
— para qualquer chave y, pertencente a pagina apontada por p,,
I<k<m-1,5<Y<S;
— para qualquer chave y, pertencente a pagina apontada por p,,
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Organizacdo de uma péagina.

Uma vez que as arvores B se destinam ao armazenamento de grandes tabelas, € interessante conhecer seus limites quanto ao
ndmero de paginas e elementos.

Seja uma arvore B de ordem d e altura h. O nimero minimo de paginas ocorre quando a arvore possui uma pagina-raiz seguida
do nimero minimo de paginas para cada nivel que se segue. No nivel consecutivo a raiz (nivel 2), ter-se-do entdo duas paginas
(item (i) da defini¢do); cada uma delas aponta para d + 1 novas paginas, perfazendo, para o nivel 3, o total de 2(d + 1). A partir
dai, cada pagina aponta, por sua vez, para d + 1 paginas; isto é, um total de 2(d + 1)" 2. O nimero maximo de paginas ocorre
quando todas as paginas apontam 2d + 1 filhos (item (iii) da definicdo). Chamando-se P, € P . @0S NUmeros minimo e maximo

de paginas nessa arvore, tem-se
])

min

=142+ +( @+ D)+ d D))

:1+§[(d+1)“—11 h=1

1 ,
; , 7= - - ” = s o=
O célculo do ntmero minimo n,;, e P =2,2d +1) 5124+ h=1maximo n,,, de elementos da tabela

k=0
dispostos em uma arvore B de ordem d e altura h decorre das expressoes anteriores.
Tem-se entdo
2(d + 1) —1
d

7

min

=1+4[ ]=2(d+l)"":l

i = zd[%} =Q2d+1)" =1 paah=1.
Desses resultados podem-se deduzir '

do nimero de chaves n.

cotas extremas para a altura h, em termos

+1
logg,(,l(rzﬁ-])*_:!g5‘1-1—10%“1[”7]! para z = 1.

Busca, Insercao e Remocao

O método empregado na busca de uma chave x numa arvore B é semelhante ao utilizado na busca em uma arvore binéria de
busca. O mesmo caminhamento é executado na arvore, sendo apenas necessario acrescentar testes relativos as chaves existentes
em cada pagina, que determinam qual o proximo passo do percurso. Observe, na Figura 5.16, a busca da chave 10 na arvore B de
ordem 2. De inicio, a chave procurada é comparada com a chave 50, armazenada na raiz. Na proxima pagina do caminho, deve-se
procurar a posi¢do adequada, testando-se o valor 10 com todas as chaves armazenadas no no até que seja encontrado o ponteiro
conveniente para o prosseguimento da busca (ou a chave ser encontrada). O caminho percorrido € representado pela linha
pontilhada.

O algoritmo de busca compara a chave x, a chave procurada, com a chave (ou chaves) do no-raiz. Sabe-se que, se a chave ndo
se encontra na pagina em questéo, a busca deve prosseguir em um certo filho dessa pagina, o qual é escolhido observando-se a
propriedade (c). Se p € um ponteiro para uma pagina que contém m chaves, estas sdo localizadasem p 1. s[1], ..., p 1. sS[m] e os
ponteiros para os filhos da pagina em p 1. pont[0], p 1. pont[1], ..., p 1. pont[m]. Os parametros pt, f e g fornecem o resultado da
busca. Se a chave se encontra na tabela, entdo f = 1. Nesse caso, ela se localiza na g-ésima posicao da pagina apontada por pt.
Caso a chave ndo seja encontrada, entdo f = 0. Nessa situacdo, pt aponta a Ultima pagina examinada (necessariamente, uma folha)
e g informa a posicdo, nesta pagina, onde x seria incluida. A variavel ptraiz contém um ponteiro para a raiz da arvore.



Busca de uma chave em uma arvore B.

Algoritmo 5.3 Busca da chave x numa arvore B

procedimento buscaB(x, pt, f, g)
p :=ptraiz; pt:=x; f:=0
enquanto p # A faga
i:==g:=1; pt:=p
enquanto i< m faga
sex>p1t.9[ilentdoi:=g:=i+1
sendo se Xx=p 1.9[i] entéo

p:=A % chave encontrada

f=1
sendo p:=p 1. pont[i — 1] % mudanca de pagina
i:=m+2

sei=m+ lentdop:=p 1. pont[m]

Considere agora o problema de inserir uma nova chave x em uma arvore B. O primeiro passo consiste em executar o
procedimento buscaB. Os valores dos parametros pt, f e g sdo, em seguida, analisados. Se f = 1, trata-se de uma insercdo invalida.
Caso contrario, x deve ser incluida na g-ésima posicéo da folha apontada por pt. Um problema surge se a folha possuia 2d chaves
antes da insercdo. Como esta sendo inserida uma nova chave, a pagina ficaria com 2d + 1 chaves, o que é impossivel (propriedade
(@)). A solucéo para esse problema é reorganizar as paginas, processo conhecido por cisdo de pagina.

Seja a pagina P, onde ¢ feita uma insercdo, resultando em 2d + 1 chaves armazenadas. A disposi¢édo das entradasem P é a
seguinte:

Po, (S1, P1), (S2: P2), -5 (Sas Pa)s (Sar1s Pasa)s - -5 (Sogea, Poger)

A cisdo da pagina, executada em P, transforma uma pagina com excesso de chaves em duas. Seja o0 ponteiro pt apontando
para P. Em P permanecem d entradas. Sobram d + 1 entradas. Para estas, uma nova pagina Q, apontada por ptl, deve ser
solicitada. Nesta pagina, sdo alocadas também d entradas. A chave restante, justamente a da posicéo central da pagina P, Sg.1,

forma com o ponteiro ptl uma nova entrada na pagina W, pai de P. A disposic¢do de entradas em P ap6s o processo de ciséo é:

Po, (Slv pl)i (821 p2)a (REE) (sdv pd)



O novo no Q, apontado por ptl, apresenta a seguinte disposi¢cdo de entradas:

Pa+1r (Sav2r Pas2)s -+ (Sagets Pocea)-

O nd W, agora também pai de Q, possui a nova entrada (Sg1, pt 1).

Observe que a nova entrada acrescentada ao né W poderia também acarretar a necessidade de uma nova cisdo. Por essa razao,
diz-se que a cisdo de paginas é propagavel, podendo atingir até mesmo a raiz da arvore. Assim, uma nova inser¢do pode implicar a
alteracdo da altura da &rvore, que se mantém, entretanto, com suas folhas em um mesmo nivel, uma vez que surge uma nova raiz.
As Figuras 5.17(a) e 5.17(b) mostram a insercdo das chaves 51 e 57 na &rvore da Figura 5.16. Observe a cisdo do no apos a
insercdo da chave 57. Nesse exemplo, ndo houve propagacao.

O algoritmo de insercdo segue 0s passos seguintes:

Passo 1: Aplicar procedimento buscaB, verificando a validade da insercéo.
Passo 2: Se a insercdo é valida, incluir a nova entrada na g-ésima posicao da folha F, apontada por pt.
Passo 3: Verificar se a pagina F necessita de cisdo. Em caso afirmativo, propagar a cisdo enquanto necessario.

A remocdo de uma chave x também requer atencao especial. De inicio, dois casos, e suas respectivas solugdes, devem ser
considerados.

(@) (b)

Insercéo de chaves em uma arvore B.

1) x se encontra em uma folha: a entrada é simplesmente retirada;
2 X ndo se encontra em uma folha: x é substituida pela chave y, imediatamente maior. Observe que y necessariamente
pertence a uma folha. A retirada e substitui¢do das chaves pressupdem que elas sejam acompanhadas de sua informacao.

A analise da remocdo pode entdo se restringir ao caso em que esta operacao € realizada em uma folha. Quando a chave é
retirada, o nimero de chaves da pagina pode resultar menor que d, o que contraria a propriedade (a). Existem dois tratamentos
para esse problema, denominados concatenacao e redistribuigao.

Duas paginas P e Q sdo chamadas irméaos adjacentes se ttm o mesmo pai W e sdo apontadas por dois ponteiros adjacentes em
W. P e Q podem ser concatenadas se sdo irméos adjacentes e juntas possuem menos de 2d chaves. A concatenacao agrupa as
entradas das duas paginas em uma so. Para isto, no né pai W deixa de existir uma entrada, justamente a da chave que se encontra
entre 0s ponteiros para 0s irmaos P e Q. Essa chave passa a fazer parte do novo n6 concatenado e seu ponteiro desaparece, uma
vez que 0 nd Q é devolvido. Como a soma do nimero de chaves de P e Q era menor do que 2d, 0 novo n6 tem, no maximo, 2d
chaves. Acompanhe, a seguir, a evolucao da situacao.

Situacgdo antes da concatenagao:

Pé.glna W e (yj—lv pt), (yj, pt 1)1 (yj+1! pj+1)7
Pagina P : po, (S1, P1)s - --» (S Px)



Pagina Q : 2o (s, 2. (s 2) onde k + m < 2d
Situacdo apos a concatenagao:

Pagina W : ... (Y;_1, Pt), Vje1, Pjer)s - --

Pagina P : po, (S1, P1), -, (S P, 00 20 (00 200> o0 (53 22)

Como no n6 W foi retirada uma entrada, observa-se que a concatenacao é também propagavel. Ou seja, na nova situacao, caso
W contenha menos que d chaves, o processo se repete. Eventualmente, a propagacao pode atingir a raiz, 0 que acarreta a
diminuicdo da altura da arvore.

A Figura 5.18(a) mostra a &rvore B da Figura 5.16 apds a retirada da chave 40. Como restou somente uma chave na pagina e a
soma das chaves nas duas paginas irmaos adjacentes € menor do que 2d, a concatenacdo foi feita. Nota-se, neste exemplo, a
propagacdo da concatenacdo. A chave 9 torna-se a Unica de sua pagina, repetindo-se entdo a concatenagdo nesse nivel.

Se a pagina P e seu irmdo adjacente Q possuem em conjunto 2d ou mais chaves, estas podem ser equilibradamente
distribuidas: concatena-se P e Q, o que obviamente resulta numa pagina P grande demais. Imediatamente ap0s, efetua-se uma
cisdo, considerando-se para isso a pagina Q ja existente. Essa solu¢do, a redistribuicéo, ndo € propagavel. A pagina W, paide P e
Q, é modificada, mas seu nimero de chaves permanece 0 mesmo.

Sejam P e Q duas paginas, irmaos adjacentes, contendo, no total, pelo menos 2d chaves. Seja W a pagina pai de P e Q.
Acompanhe, a seguir, a evolugéo da situagéo.

Situacgéo antes da redistribuicéo:

Pagina W : ... (yj-i, PY), (¥, Pt 1), (Yjsa, Pjsa)s -

Pagina P : po, (S1, Py), -+, (S Px)

Pagina Q : 7 (s\» )+ (s, 2 ) onde k <d e k + m > 2d
Situacdo apos a redistribuicdo: Seja g = l (k + m)/2J .
Pagina W : ... (y;_y, pt), “ev 205 (Yiug, o), -

Pagina P : o, (S, P2, ..., (S P, (0 20 (61 20 cons (i i)

Pagina Q : 24 (5l e Pl (5 1)

(1) 1)

2 2

3 3
\&J &
(15) (15)

20 20

30 30
N \d8)
9 (52) g (52)

50 56 50 56

60 58 58

& o/ & .
(65) (50)

70 70
N Ny
(a5 (85)

90 90
N/ \_/

(a) (0)

Resultados da remoc&do em uma arvore B.

A Figura 5.18(b) mostra o exemplo da remoc&o da chave 65 na &rvore da Figura 5.18(a), em que a operacao de redistribuicdo
foi realizada.
O algoritmo de remocéo da chave x segue entdo 0s passos seguintes:



Passo 1: Aplicar o procedimento buscaB, verificando a existéncia da chave x na arvore. Seja P a pagina onde se
encontra chave.

Passo 2: Se P é uma folha, retirar a entrada correspondente & chave x. Se ndo €, buscar a menor chave que se
encontre em uma folha e que seja maior que x. Seja z essa chave, e F a pagina onde z se encontra. Substitua a chave
x (e a informacao correspondente) por z e |,. Fazer P = F.

Passo 3: Verificar se P contém d entradas. Em caso negativo, executar a operacdo de concatenacdo ou redistribuicéo.

Custos de Busca, Insercao e Remocao

Para analisar custos de manutencdo de uma tabela, é necessario avaliar quantas paginas sdo solicitadas e quantas sdo escritas na
memoria secundaria. Para essa analise, considere a seguinte situacdo: qualquer pagina cujo contetido é examinado ou modificado
durante uma busca, insercdo ou remogdo € acessada e, posteriormente, devolvida a memaria secundaria exatamente uma vez.

Seja Fpin (Fma) © Minimo (maximo) ndmero de paginas acessadas, € E i, (Enax) 0 minimo (maximo) de paginas escritas. Para o
algoritmo de busca, o custo da recuperacdo de uma chave é minimo quando esta se encontra na propria raiz, e maximo quando se
encontra em uma folha. Enté&o,

I:min = 1; I:malx = h; Emin = Emax = 0
No célculo do custo da inser¢do, o minimo de trabalho ocorre quando nenhuma ciséo é requerida. Entéo,
Fmin = ha Emin = 1

Ainda na inser¢do, 0 maximo de trabalho ocorre no caso em que todas as paginas do caminho seguido na arvore, inclusive a
raiz, passam pelo processo de cis@o. Neste caso

Frax =N Epax =2h + 1.

No caso da remog&o, o trabalho é minimo quando nem concatenacdes nem redistribuicdes sdo necessérias e, alem disso, a
chave retirada esta numa folha. Isto requer

Fmin = ha Emin =1
Se, nas mesmas condigdes, a chave ndo se encontra numa folha, entéo
I:min = h; Emin =2.

O pior caso ocorre quando ha concatenagdo em todas as paginas do caminho, exceto nos dois primeiros niveis (a raiz e seus
filhos). Além disso, a pagina filho da raiz resulta com ndmero insuficiente de chaves, de tal forma que acarrete a operacgéo de
redistribuicdo. Portanto, ha um total de h — 2 paginas escritas, devido as concatenacdes, e ainda 3 paginas como resultado da
operacdo de distribuicdo. Isto requer

Fo=2h-1 E,,=h+1.

Diversas variacOes interessantes existem na literatura para arvores B. A primeira, e mais simples, sugere o armazenamento a
parte dos campos de informacao, mantendo nas entradas da arvore B somente a chave e um ponteiro para a informacao
correspondente. Tal alternativa permite o armazenamento de uma quantidade de entradas bem maior do que no armazenamento
tradicional. Outra variacdo € a que mantem todas as chaves, e as informac@es correspondentes, em folhas. A &rvore B, chamada
nesse caso B*, contém duplicatas das chaves distribuidas pelas paginas ndo folhas, o que permite o acesso aos dados desejados.
Estas formam entdo um indice para as folhas que contém informagdes. As estruturas dessas paginas diferem da estrutura das
folhas. Os dados podem ser também manipulados sequencialmente, em virtude de sua disposicao. Algoritmos para esse caso Sao
solicitados no Exercicio 5.41.



(i)
(i)

(i)
(ii)

(i)

Exercicios
5.1 Provar ou dar contraexemplo:
Toda arvore estritamente binaria é balanceada.
5.2 Desenhar a arvore de Fibonacci Ts.
°5.3 Determinar a expressdo do h-ésimo termo f;,, da sequéncia de Fibonacci, em funcéo de h.
°5.4 Determinar o numero total de arvores de Fibonacci distintas que possuem a mesma altura h.
+5.5 Calcular o comprimento do caminho externo de uma arvore de Fibonacci para uma dada altura h.
5.6 Mostrar que o valor [T,|, nUmero minimo de nds de uma arvore AVL de altura h, é igual ao nimero de chamadas a
funcéo f do seguinte algoritmo recursivo para encontrar o termo f,, da sequéncia de Fibonacci, sendo h > 0.
funcgéo f (h)
f(h):=seh<1entdaohsendof(h-1)+f(h-2)
5.7 Mostrar que a rotacdo dupla esquerda (direita) pode ser obtida por uma rotacdo direita (esquerda) seguida por uma
rotagdo esquerda (direita).
5.8 Dé exemplo de uma familia de arvores AVL cuja exclusdo de nés implica a realizacdo de O(log n) operac6es de
rotacdo para o rebalanceamento.
5.9 Detalhar o algoritmo de exclusdo de nds em arvores AVL.
°5.10 Caracterizar a familia de arvores AVL minimais, isto é, tais que a exclusdo de qualquer nd provoca o seu
desbalanceamento.
°5.11 Caracterizar a familia de arvores AVL maximais, isto é, tais que a inclusdo de qualquer né provoca o seu
desbalanceamento.
+5.12 Determinar o namero médio de rotacdes necessarias para rebalancear uma arvore AVL apds uma operagéo de
exclusdo, supondo que todos 0s nGs possuem a mesma probabilidade de serem excluidos.
*5.13 Determinar a probabilidade de que uma inclusao efetuada em uma arvore AVL provoque o seu desbalanceamento,
supondo que a inclusdo pode ocorrer, com idéntica probabilidade, em qualquer das subarvores vazias.
*5.14 Determinar a probabilidade de que uma exclusdo efetuada em uma arvore AVL provoque o seu desbalanceamento,
supondo que todos os n6s possuem a mesma probabilidade de serem excluidos.
*5.15 Determinar a altura média de uma arvore AVL em funcdo do nimero de nds, supondo que todas as arvores AVL
com n nos possuem a mesma probabilidade de ocorréncia.
*5.16 Uma arvore é k-balanceada quando o modulo da diferenca entre as alturas dos filhos esquerdo e direito de qualquer
né é < k. Em especial, as arvores AVL sdo k-balanceadas. Pede-se:

verificar se as arvores 2-balanceadas sdo balanceadas;

desenvolver um algoritmo eficiente para inclusdo de nés em arvores 2-balanceadas.
5.17 Desenhar a arvore rubro-negra obtida pela sequéncia de insercdes das chaves 19, 18, 16, 15, 17, 2, 6, nesta ordem.
5.18 Desenhar todas as arvores rubro-negras com 5 nos internos.
5.19 Mostre a menor arvore binaria que nao seja rubro-negra.
5.20 Provar ou dar contraexemplo:
Seja uma arvore rubro-negra cuja raiz possui a cor rubra. Se esta for alterada para negra, a arvore mantém-se rubro-negra.
5.21 Para um dado numero de nos, descrever uma arvore rubro-negra que possui 0 nimero maximo de nés rubros.
5.22 Para um dado numero de nos, descrever uma arvore rubro-negra que possui 0 nimero maximo de nds negros.
5.23 Existe uma arvore rubro-negra cuja rotulacdo ndo possa ser obtida através do algoritmo de conversao de arvores
graduadas para rubro-negras? Justifique.
5.24 Existe uma arvore graduada cuja rotulagdo ndo possa ser obtida atraves do algoritmo de conversédo de arvores rubro-
negras em graduadas? Justifique.
5.25 Uma arvore 2-4 é aquela cujos nés internos possuem 2, 3 ou 4 filhos e todas as folhas possuem a mesma altura.
Mostrar que em uma arvore rubro-negra T, ao se identificar cada n6 rubro com seu pai, T sera transformada em arvore 2-4.
5.26 Provar ou dar contraexemplo:
toda arvore AVL é rubro-negra;
toda &rvore rubro-negra é AVL.
°5.27 Uma arvore é semicompleta se, para todo n6 v, o0 comprimento do caminho mais longo de v até um n6 externo €, no
méaximo, igual ao dobro do comprimento do caminho mais curto de v até um nd externo. Provar ou dar contraexemplo:
toda &rvore semicompleta é rubro-negra;



(i)

toda arvore rubro-negra é semicompleta.

5.28 Utilizando a correspondéncia entre arvores graduadas e rubro-negras, mostrar que se v é pai de w em T, entdo
posto(v) = posto(w) se e somente se w for rubro.

5.29 Mostrar que as operacdes de rotacéo e troca de cores indicadas na Figura 5.15 de fato transformam a arvore em
rubro-negra.
°5.30 Caracterizar a familia de arvores rubro-negras minimais, isto €, as arvores rubro-negras tais que a exclusao de
qualquer n6 provoca o seu desbalanceamento.
°5.31 Caracterizar a familia de arvores rubro-negras maximais, isto é, as arvores rubro-negras tais que a inclusdo de
qualquer no provoca o seu deshbalanceamento.
*5.32 Seja k um inteiro positivo fixo. Uma arvore é (1/k)-completa se, para todo n6 v, o comprimento do caminho mais
longo de v até um nd externo é, no maximo, igual a k vezes o comprimento do caminho mais curto de v até um né externo.
Verificar se uma arvore (1/k)-completa é balanceada.

5.33 Detalhar o algoritmo de exclusdo em arvores rubro-negras.

5.34 Desenhar uma arvore B de ordem 3 que contenha as seguintes chaves: 1, 3, 6, 8, 14, 32, 36, 38, 39, 41, 43.

5.35 Determinar a expressao da altura méxima de uma arvore B de ordem d.

5.36 Provar ou dar contraexemplo:
Para qualquer conjunto de chaves e qualquer valor d > 1, existe sempre uma arvore B de ordem d que armazene essas
chaves.

5.37 Determinar os valores dos numeros minimo e maximo de nés que uma arvore B de ordem d pode armazenar.

5.38 Descrever, em linguagem algoritmica, um algoritmo para efetuar a cisdo de uma pagina numa arvore B de ordem d.

5.39 Descrever, em linguagem algoritmica, um algoritmo para efetuar a concatenacao de duas paginas numa arvore B de
ordem d.

5.40 Descrever, em linguagem algoritmica, um algoritmo para efetuar a redistribuicdo de duas paginas apontadas por ptl
e pt2 em uma arvore B de ordem d.

5.41 Descrever algoritmos de busca, inser¢do e remog¢do em arvores B*.

Notas Bibliograficas

O conceito de balanceamento foi introduzido por Adel’son-Vel’skii ¢ Landis [Ad62], que conceberam também as arvores AVL, iniciais dos nomes
dos autores. A descricdo detalhada de algoritmos de insercao e remog¢éo pode ser encontrada no livro de Wirth [Wi86] sobre algoritmos e estruturas
de dados. As arvores rubro-negras foram introduzidas por Bayer [Ba72], sob a denominacdo de &rvores B binarias e simétricas. A denominacéo
rubro-negra (do inglés red-black) foi utilizada pela primeira vez por Guibas e Sedgewick [Gu78], os quais efetuaram um estudo detalhado dessa
estrutura. As propriedades das arvores graduadas encontram-se descritas no livro de Tarjan [Ta83]. O nome entdo utilizado foi balanced trees. As
arvores B foram concebidas por Bayer e McCreight [Ba72a]. Um tutorial classico do estudo das arvores B foi escrito por Comer [Co79].



Capitulo 6

Listas de Prioridades

Introducao
Em muitas aplicagdes, uma caracteristica importante que distingue os dados em uma certa estrutura € uma prioridade atribuida a
cada um deles. Nessas aplicacdes, em geral, determinar repetidas vezes o dado de maior prioridade € uma operagao importante.
Por exemplo, suponha que os dados de uma tabela correspondam a tarefas a serem realizadas com uma certa prioridade. Nesse
caso, deseja-se que as tarefas sejam realizadas em ordem decrescente de prioridades. Além disso, é razoavel supor que as
prioridades das tarefas possam variar ao longo do tempo. Finalmente, novas tarefas podem ingressar na tabela a cada instante.
Para encontrar a ordem desejada de execucéo das tarefas, um algoritmo deve, sucessivamente, escolher o dado de maior prioridade
e retira-lo da tabela. Além disso, o algoritmo deve ser capaz de introduzir novos dados, no momento adequado.

Com essa motivacao, pode-se definir lista de prioridades como uma tabela na qual a cada um de seus dados esta associada uma
prioridade. Essa prioridade €, em geral, definida através de um valor numérico e armazenada em algum de seus campos. As
operagOes basicas a serem efetuadas com os dados da lista de prioridades sdo as seguintes:

— selec@o do elemento de maior prioridade;
— insercdo de um novo elemento;
— remocgao do elemento de maior prioridade.

Frequentemente, deseja-se também efetuar a operacéo de alteracéo de alguns dados da tabela. Mais especificamente, a
alteracdo de maior interesse, no caso, é aquela correspondente a uma mudanca na prioridade desse dado.

O objetivo deste capitulo é o estudo de listas de prioridades, sua implementacéo e algoritmos. Na Secdo 6.2 sdo apresentados
diferentes métodos de implementacdo de listas de prioridades. Sera verificado que uma delas, aquela que usa uma lista especial
chamada heap, é a mais eficiente. Na Secdo 6.3 sdo examinados algoritmos de alteracéo da prioridade de algum dado da tabela.
Na Secdo 6.4 sdo apresentados os algoritmos de inclusdo de um novo elemento e de excluséo daquele de maior prioridade. A
construcdo de listas de prioridades é o assunto abordado na secdo posterior. A Secdo 6.6 apresenta uma generalizacdo das listas de
prioridades, denominada min-max. Finalmente, a Secdo 6.7 mostra o que ocorre quando as prioridades variam em um intervalo
conhecido, dando origem as listas de prioridades (L, U)-limitadas.

E importante observar que, para maior simplicidade de notagéo, foi considerado que a prioridade de cada dado seria o seu
identificador. Isto é, a prioridade, no escopo deste capitulo, se confunde com a chave de cada elemento da tabela.

Implementacao de Listas de Prioridades
Nesta secdo, examina-se a questdo da implementacdo de listas de prioridades, bem como a formulagdo de algoritmos para a
operacdo de alteracdo na prioridade de algum dado. Serdo abordadas trés implementacGes distintas, a saber: por lista ndo
ordenada, por lista ordenada e por heap. As referéncias séo as operacgdes basicas de selecao, inser¢do, remogéo, alteracao e
construcao da tabela.

Implementacao por lista nao ordenada

A insercdo e a construcao séo triviais. O novo né da tabela pode ser colocado em qualquer posigdo conveniente, dependendo do
tipo de alocacéo utilizada, sequencial ou encadeada. A remocéo, entretanto, implica percorrer a tabela em busca do elemento de
maior prioridade. A alteracdo de prioridade ndo afeta a organizacéo da tabela, mas pressupde a busca do elemento. O mesmo



acontece com a operacao de selecdo do elemento de maior prioridade. Entdo, para uma tabela com n elementos, cada uma dessas
operacOes requer o seguinte nimero de passos:

— selecdo: O(n)

— insercdo: O(1)

- remocao: O(n)

- alteracdo: O(n)

— construcdo: O(n)

Implementacao por lista ordenada

Neste caso, a situacdo se inverte. A remogdo é imediata porque, estando as prioridades ja ordenadas, o primeiro elemento € o que
interessa. A insercdo, entretanto, obriga a um percurso pela lista para procurar sua posic¢do correta. A alteracdo de prioridade é
semelhante a uma nova insercdo. A selecdo é também imediata. A construgdo exige uma ordenacdo prévia da tabela. Entdo, cada
uma das operagdes requer o0 seguinte nimero de passos:

- selecdao: O(1)

— insergdo: O(n)

— remocao: O(1)

— alteracdo: O(n)

— construcao: O(n log n)

Implementacao por “heap”

As duas implementagdes anteriores apresentam a inconveniéncia de possuirem operagdes de atualiza¢ao de complexidade Q(n). O
objetivo presente ¢ descrever um método mais eficiente. Esse método utiliza uma estrutura especial, chamada “heap”.

Um heap € uma lista linear composta de elementos com chaves s, ...,
s,, satisfazendo a seguinte propriedade: S

paral < /= (i)

Conforme ja mencionado, cada chave corresponde a prioridade do respectivo elemento. Por exemplo, a lista apresentada na
Figura 6.1 obedece a propriedade descrita.

A visualizagdo dessa propriedade torna-se mais facil quando se imagina a tabela disposta numa &rvore binaria completa. Nesse
caso, 0s nds sdo numerados sequencialmente da raiz para 0s niveis mais baixos, da esquerda para a direita. O campo de prioridade
aparece como rétulo do n6. Os nds do ultimo nivel sdo preenchidos também da esquerda para a direita. O exemplo anterior €
ilustrado na Figura 6.2.

Observe na Figura 6.2 que, na arvore binaria completa, a propriedade (i) corresponde a dizer que cada né possui prioridade
maior que seus dois filhos, se existirem. A representacdo na memoria ndo se altera, continuando a ser uma lista linear sequencial.
Isto é, uma arvore binéria dessa natureza pode ser representada atraves de uma lista que satisfaga (i) sem necessidade do uso de
ponteiros. Pode-se considerar a arvore binaria apenas como uma melhor representacdo visual ou gréafica.

95 60 78 39 28 66 70 33

Lista de prioridades.



Representacao grafica de um heap.

A condicdo (i) implica que o elemento de maior prioridade seja sempre o primeiro da ordenacéo, isto é, a raiz da arvore. Isto
significa que a operacdo de selecdo € trivial. Ou seja, 0 elemento de maior prioridade da tabela pode ser encontrado em tempo
O(1). As operac0es de insercdo, remocéo e alteracdo podem ser realizadas em tempo (log n), conforme descrito mais adiante.
Finalmente, talvez contrariando a intuicdo, verifica-se que a construcdo de um heap pode ser realizada em tempo inferior ao da
ordenacdo. De fato, a construcao de um heap requer ndo mais do que tempo O(n), segundo a Secédo 6.5. Entdo, sdo 0s seguintes 0s
parametros indicadores de eficiéncia correspondentes a um heap:

— selecdo: O(1)

— insercdo: O(log n)
— remog&o: O(log n)
— alteracdo: O(log n)
— construcao: O(n)

Alteracao de Prioridades
Nesta secao sdo descritos métodos de alteracdo de prioridades dos n6s de um heap. Essa operacdo pode ser visualizada na
representacdo gréafica ilustrada na Figura 6.2. De modo geral, uma operagdo que se deseja realizar na tabela estara associada, na
representacdo grafica, a “subir” ou “descer” num caminho da arvore, uma vez que essas operagdes correspondem a situar um
elemento na posicdo correta de sua prioridade. Associa-se entdo a diminuigdo de prioridade a “descida”, e o aumento a “subida”.
Dois exemplos sdo apresentados a seguir.
Seja a lista de prioridades representada na Figura 6.2, onde se deseja alterar a prioridade do n6 6 de 66 para 98, como é visto

na Figura 6.3(a).

Aumento da prioridade de um né.

Obviamente a tabela ndo mais respeita a propriedade (i). Pela Figura 6.3(a), entretanto, observa-se que o lado esquerdo da
arvore ndo foi afetado. E mais, 0 aumento de prioridade do nd 6 também ndo interfere na posi¢do de seu irméo na arvore, o nd 7.
Isto se deve ao fato de a propriedade (i) relacionar um dado elemento a seu pai na arvore. O elemento alterado sera entdo alocado
de forma correta simplesmente “subindo-se” pelo caminho que leva a raiz da arvore através de trocas, até satisfazer a propriedade.
No exemplo, o n6 de prioridade 98 deve ser trocado sucessivamente com seu pai, 0 de 78, e novamente, com o né de prioridade
95, chegando a sua posigéo correta, como € visto na Figura 6.3(b).



Raciocinio andlogo pode ser feito para a diminuicdo de prioridade. Observe na Figura 6.4(a) o caso de alteragdo da prioridade
do nd 1 para 37 na tabela original (Figura 6.2). A operagdo necessaria nesse caso, a “descida” pela arvore, ¢ um pouco mais
complexa, porque obriga, a cada passo, a escolha do caminho correto a ser seguido, esquerda ou direita. Essa escolha é
determinada por um teste. Dentre os dois filhos do n6 (esquerda ou a direita), € escolhido o de maior prioridade, a qual é entdo
comparada com a do n6 em questdo. Se as prioridades estdo invertidas, € efetuada uma troca, que corresponde a descida pelo
caminho previamente determinado. Esse passo deve ser executado até que a propriedade (i) seja satisfeita. A Figura 6.4(b) mostra
0 resultado da operacéo na tabela da Figura 6.4(a).

Os algoritmos correspondentes a estas operagdes, e que serdo utilizados na insergdo e na remocao, séo vistos a seguir. O
parametro i indica a posicao do elemento a ser revisto, enquanto n é o nimero de elementos da tabela. O campo chave armazena a
prioridade do no. A tabela estd armazenada na estrutura T. A notacdo T[ i ] ©T[ j ] representa a troca das posi¢des entre os nés i e
j, na tabela.

Diminuic&o da prioridade de um no.

Algoritmo 6.1 Subir por um caminho da arvore

procedimento subir(i)
j=L el
sej>1 entdo
se T[i] . chave > T[j] . chave entao
TlileT[j]
subir(j)

‘Algoritmo 6.2 Descer por um caminho da arvore

procedimento descer(i, n)
ji=2x%i
sej<nentédo
sej<nentédo
se T[] + 1] . chave > T[j] . chave ent&o
j=j+l
se T[i] . chave < T[j] . chave entéao
T[] TIj]
descer (j, n)
As complexidades dos procedimentos subir e descer sdo as mesmas de um percurso por um caminho de uma arvore binaria
completa, O(log n).

Insercao e Remocao em Listas de Prioridades
Como ja foi dito na secdo anterior, operacOes realizadas em listas de prioridades podem resultar, em Gltima analise, em alteracao
de prioridades. Observe a insercdo de um novo elemento através de um exemplo. Seja novamente a lista de prioridades



representada na Figura 6.2. Suponha a inser¢édo de um novo elemento de prioridade 73. A tabela passara a ter n + 1 elementos. O
novo elemento pode entdo ser alocado na posi¢do n + 1. A Figura 6.5(a) apresenta a tabela resultante.

Obviamente a tabela ndo mais respeita a propriedade (i). Pela figura é facil observar que o acréscimo de um elemento
corresponde simplesmente a assumir a tabela com n + 1 elementos e corrigir a prioridade do ultimo elemento, supondo-a
aumentada. A Figura 6.5(b) mostra o resultado desse procedimento, e o Algoritmo 6.3 o descreve. A memoria disponivel possui M
posicdes; 0 nO a ser inserido se encontra na variavel novo.

Insercdo de um elemento.

Algoritmo 6.3 Insercao em uma lista de prioridades

sen<Mentéo
T[n + 1] := novo
n:=n+1
subir(n)

sendo overflow

A complexidade desse algoritmo é exatamente a complexidade do procedimento subir, O(log n).

A remocdo do elemento de maior prioridade, o primeiro na representacdo utilizada, deixa sua posicao vazia na lista, que deve
entdo ser preenchida. Como a lista passa a ter n — 1 elementos, € natural que seja o Ultimo elemento o substituto do primeiro. Sua
prioridade, entretanto, esta completamente deslocada e tera que ser corrigida. Essa substituicdo corresponde entdo a uma
diminuicdo de prioridade do novo primeiro elemento. A Figura 6.6(a) apresenta a remog&o do primeiro elemento da lista
apresentada na Figura 6.5(b), bem como a substitui¢do pelo ultimo elemento; a Figura 6.6(b) mostra a lista j& com as prioridades
acertadas.

Remocao de um elemento.

O Algoritmo 6.4 apresenta a remogdo. O procedimento agir, chamado no algoritmo, implementa qualquer conjunto de
operacdes que o problema de aplicacdo necessite realizar.

Algoritmo 6.4 Remocao de um elemento da lista de prioridades

sen#0entédo
agir(T[1])
T[1] :=T[n]
n=n-1



descer(1, n)
sendo underflow
Supondo a complexidade de agir constante (ou computada na aplicacdo correspondente), a complexidade do algoritmo de
remocao depende do procedimento descer, isto é, O(log n). Problemas de aplicagdo que considerem a remocao de todos os
elementos da tabela serdo de complexidade O(n log n).

Construcao de uma Lista de Prioridades
Nesta sec¢do é tratado o problema da construgdo de um heap.

Uma primeira solucdo provém da observacdo de que toda lista ordenada corresponde a um heap. Assim sendo, um heap pode
ser construido simplesmente através da ordenacdo de uma lista. Essa solugdo, contudo, é de complexidade O(n log n). Um método
mais eficiente € descrito a seguir.

Seja S uma lista dada, para a qual se deseja construir um heap. Para que S seja um heap, basta corrigir a posicao de seus nds,
isto €, considerar cada um de seus n6s como uma nova inser¢do. O Algoritmo 6.5 descreve a solugdo.

Algoritmo 6.5 Construcao da lista de prioridades

parai:=2,n faca

subir(i)

Pode-se apresentar, entretanto, uma solucéo alternativa. Observe que a propriedade (i) é sempre satisfeita quando se trata de
um no sem filhos, isto €, n6s alocados a partir da posicao l n/2J +1. Por essa razdo, na construcdo da tabela com prioridades os
unicos nds relevantes, do ponto de vista da analise, s&o os interiores na arvore. Estes devem ter suas prioridades verificadas e
acertadas em relacdo a seus descendentes, a partir dos niveis mais baixos da arvore, 0 que tornara obrigatoria a analise completa
da tabela. O Algoritmo 6.6 apresenta o procedimento arranjar(n), onde n € a dimensdo original da tabela.

Algoritmo 6.6 Construcao da lista de prioridades

procedimento arranjar(n)
parai :l n/ZJ , 1 faca
descer(i, n)

O Algoritmo 6.6 constr6i uma lista de prioridades em tempo linear.

PROVA Seja h a altura de um né qualquer da lista de prioridades na arvore bindria correspondente. O procedimento recursivo
descer(i, n) estabelece comparacdes de nds seguindo o caminho na arvore do no i até uma folha descendente de i. Pode-se
entdo dizer que o tempo requerido para a execugdo de uma chamada de descer(i, n) € T(i) =h — 1, sendo h a altura do nd i.
Ora, para organizar uma lista de prioridades o algoritmo chama esse procedimento para a metade de seus nés (0s nds
ignorados sdo justamente as folhas, de altura 1). O tempo despendido é entdo da ordem do somatorio das alturas dos vértices
que sdo considerados no algoritmo. Observa-se na arvore que, N0 Maximo, [ n/21'] nos possuem altura j. O tempo total é entdo
da ordem de

Z; X 2,

que € O(n).

Maximos e Minimos



Uma generalizac&o interessante da lista de prioridades permite 0 acesso, em tempo constante, ndo s6 ao maior elemento da tabela
como também ao menor. Essa estrutura serd aqui chamada lista de prioridades min-max. Nesse caso, como na lista de prioridades
apresentada nas se¢Oes anteriores, a implementacao se faz através de uma lista linear com caracteristicas especiais, denominada
heap min-max. Seja S uma lista linear em que cada né i corresponde a chave s;, 1 <i <n. Define-se

nivel(i) = | logil + 1.

O nd i esta situado num nivel denominado maximo se seu nivel é par, e num nivel denominado minimo em caso contrario.
S constitui um heap min-max se s, é a menor chave e, paratodoi>1,

— i esta situado num nivel minimo:

i L2l (i)

525 i=4 (iif)

— i esta situado num nivel maximo:

5 = Slira) (i\')

5= S i=4 (v)

Novamente a visualizagdo das propriedades se faz mais 6bvia utilizando-se a arvore binaria completa. O nivel do elemento na
lista corresponde a seu nivel na arvore; entdo, o nivel da raiz € minimo, o de seus filhos méximo, e assim alternadamente. As
propriedades (ii) e (iii) ((iv) e (v)), aplicadas recursivamente, mostram que a prioridade do no i, situado num nivel impar (par), é
menor (maior) que a prioridade de seus descendentes (Exercicio 6.13). A Figura 6.7 ilustra um exemplo de tabela assim
construida.

A Figura 6.8 mostra as relagdes de ordem que estdo implicitas na arvore do exemplo. Como indicam as setas entre os nos, a
relacdo < pode ser lida de cima para baixo; a relacdo >, de baixo para cima.

Infelizmente, a correspondéncia entre o0 aumento e a diminuicgdo de prioridades e o0 percurso na arvore para cima ou para baixo
ndo mais se verifica para todos os elementos, em virtude da alternancia de relacfes de nivel para nivel. Em consequéncia, o
problema de alteracdo de prioridades sera restrito aos nos situados no primeiro nivel minimo, no primeiro nivel maximo e no
altimo nivel da arvore. Estes sdo exatamente 0s que nos interessam para realizar as operac@es de retirar o minimo, retirar o
maximo e inserir um novo elemento, que serdo vistas a seguir.

Heap min-max.



Relacdes de ordem.

Como ja acontecia nas listas de prioridades, para retirar o minimo ou 0 maximo deve-se substituir o elemento desejado pelo
ultimo elemento da tabela e depois “descer” na arvore, conforme o procedimento descer. Obviamente niveis diversos induzem a
tratamentos diversos. Seja, por exemplo, a retirada do elemento de menor prioridade, situado na posicao i (i = 1, inicialmente),
nivel minimo. Apos a sua substituicdo pelo Gltimo nd da tabela, a sua prioridade deve ser corrigida. Observa-se, pelas relagdes (ii)
e (iii), que a prioridade do no i deve ser menor que a de seus filhos e netos. Seja m o indice do menor desses elementos. Considere
as hipoteses:

— Sy, € filho de s; na arvore:
neste caso, s,, esta num nivel maximo, e s; ndo tem netos. Se s, < s; é suficiente a troca dos dois nés.

- S, & neto de s; na arvore:
S, esta também num nivel minimo. A troca entre os dois deve ser feita se s,, < s;.. Entre 0s niveis minimos i e m existe
um nivel maximo que contém o pai s, de s,.. Se s, > s,, as suas posi¢des na lista devem ser trocadas. A nova posi¢éo m
do no pode ainda nédo ser correta. O procedimento descer-min deve ser repetido recursivamente até que isso ocorra.

Para a exclusdo do elemento de prioridade maxima, basta observar que ele é o maior dentre os filhos da raiz. Seja i 0 seu
indice. Nesse caso, basta substitui-lo pelo ultimo n6 da lista e executar descer(i). O procedimento descer-max(i) é similar ao
descer-min(i), exceto pela inversdo das relacoes < e >, além da defini¢do de m como o maior dentre os filhos da raiz. O algoritmo
seguinte implementa a ideia. A lista encontra-se armazenada na estrutura T, sendo T[ i ] .chave a chave do nd i.

Algoritmo 6.7 Descer na arvore

procedimento descer(i)
se nivel(i) = min entéo
descer-min(i)
sendo descer-max(i)

Algoritmo 6.8 Descer a partir de um nivel minimo

procedimento descer-min(i)
se T[i] tem filhos entédo
m := indice do menor de seus filhos e netos
se T[m] é neto de T[i] entéo
se T[m] . chave < T[i] . chave enté&o
T[m] &Tl[i]
pai ::l m/2
se T[m] . chave > T[pai] . chave enté&o
T[m] eT[pai]

descer-min(m)

sendo se T[m].chave <TJ[i] . chave entéo
T[i] ©T[m]



A inclusdo sempre se processa nha Ultima posicdo da tabela. A consequente correcdo de prioridades implica percorrer-se um
caminho de subida na &rvore. A prioridade do novo n6 deve, de inicio, ser comparada com a de seu pai. Se o ultimo nivel é
minimo, 0 nd pai estd em um nivel maximo, e vice-versa. Havendo ou ndo troca de nds decorrente dessa comparagéo, o
procedimento recursivo de subida deve ser adequado ao nivel em que se encontra o novo valor. O procedimento subir(i) executa a
tarefa. O operador relacional econd, que aparece no Algoritmo 6.9, comporta-se como o operador e, exceto pelo fato de testar a
segunda condi¢do da expressao somente se a primeira é verdadeira.

Algoritmo 6.9 Subir na arvore

procedimento subir(i)
pai :=| ir2l
se nivel(i) = min entéo
se pai > 1 econd TJi] . chave > T[pai] . chave entéo
T[i] ©T[pai]
subir-max(pai)
sendo subir-min(i)
sendo se pai>1econd T[i] . chave < T[pai] . chave entéo
T[i] ©T[pai]
subir-min(pai)
sendo subir-max(i)

Algoritmo 6.10 Subir a partir de um nivel minimo

procedimento subir-min(i)
se T[i] tem av0 entéo
se T[i] . chave < T[av0] . chave enté&o
T[i] ©T[avd]
subir-min(i)
O procedimento subir-max(i) € o mesmo, exceto por ter seus operadores relacionais invertidos.
A complexidade dos algoritmos 6.7 a 6.10 é de ordem da altura da arvore, ou seja, O(log n).

Lista de Prioridades (L, U)-limitada

Seré apresentado agora um caso particular de lista de prioridades, chamada lista de prioridades (L, U)-limitada, para a qual as

seguintes restrigdes se aplicam:

— as prioridades sdo restritas a um intervalo predefinido de valores inteiros, menores valores correspondendo a maiores
prioridades, sendo L e U o menor e o maior valor, respectivamente;

— no maximo uma inser¢do pode ocorrer apds cada remoc¢édo do elemento de maior prioridade.

Uma sequéncia valida de operagdes nessa estrutura comega com a inicializagcdo da mesma (procedimento lista-vazia) e
prossegue com uma ou mais inser¢fes. Em seguida, ocorre uma sequéncia de operacfes de remocao e inser¢do (procedimentos
remover-min e inserir), sendo que, segundo as restricbes previamente apresentadas, N0 maximo um inserir aparece imediatamente
apos cada remover-min. O procedimento remover-min procura a prioridade de menor valor e recupera o elemento com esta
prioridade. A execucdo de uma insercdo adiciona um novo elemento a estrutura. Se a prioridade deste elemento tem valor maior
ou igual & prioridade do elemento mais recentemente removido, um novo né e simplesmente adicionado a lista encadeada de
elementos da prioridade correspondente. Caso contrario, isto é, o elemento a ser inserido rompe a ordenacao natural das
prioridades, um elemento pendente é gerado, indicando que este sera obrigatoriamente o proximo a ser removido. Como apenas
uma insercdo pode aparecer ap0s uma remog¢do numa sequéncia valida de operag6es, havera no maximo um elemento pendente a
qualquer momento.



Como se trata de um caso particular, uma implementagéo especifica pode ser mais eficiente, permitindo a analise de uma

sequéncia de operacdes, o que da origem a um limite superior mais realista de seu tempo de execucao. Nesta implementacao a
seguinte estrutura é utilizada:

vetor: uma lista sequencial de dimensdo L — U + 1 de ponteiros para listas encadeadas de elementos; cada posi¢do de vetor
corresponde a um possivel valor de prioridade.

Ao longo da execucdo de uma sequéncia de operacdes sao utilizadas as variaveis:

pend: variavel indicando a prioridade de um elemento pendente (pend < L significa que ndo ha elemento pendente).

corrente: varidvel que percorre o intervalo [ L, U ], indicando assim a prioridade do ultimo elemento ndo pendente removido.
pri: prioridade do elemento tratado pela operacdo em curso.

A implementacao das operac¢des fundamentais € apresentada a seguir. Verificagdes de consisténcia serdo omitidas, assumindo-

se que os parametros dos procedimentos ja foram analisados. Os procedimentos inserir-lista e remover-lista, que trabalham com
as listas encadeadas de elementos, serdo omitidos por ja terem sido vistos no Capitulo 2.

Algoritmo 6.11  Inicializar a estrutura
procedimento lista-vazia

parai<L,...,U faca
vetor[i] :== A

pend:=L-1

corrente .= L

Algoritmo 6.12 Insercao de um elemento com prioridade pri
procedimento inserir(pri, el)
inserir-lista(pri, el)
se pri < corrente entéo
pend := pri

Durante uma operacao de remocao duas situacdes podem ocorrer: se existe um elemento pendente, este é simplesmente
removido; caso contrario, 0 proximo elemento com menor valor de prioridade é procurado e removido.
O parametro pri retorna a prioridade do elemento que esta sendo removido.

Algoritmo 6.13 Remocao de um elemento
procedimento remover-min(corrente, pri, el)
se pend > L entédo
pri := pend
pend:=L-1
sendo enquanto vetor[corrente] = A faga

corrente := corrente + 1
pri ;= corrente
remover-lista(pri, el)

A Figura 6.9 apresenta um exemplo de uma lista de prioridades (1, 6) limitada. A Figura 6.9(a) exibe a situacdo da estrutura
apos as operacgoes inserir(4, A), inserir(1, B), inserir(4, C), inserir(2, D); a Figura 6.9(b), apds duas operagdes de remocao
(elementos B e D), e a Figura 6.9(c), apos inserir(1, E). Observe que, na ultima operacdo, a prioridade 1 é considerada pendente.

Sendo A =U — L + 1, as complexidades de pior caso das operacgdes de inicializacdo, inser¢cdo e remocgao (consideradas

individualmente) sdo O(A), O(1) e O(A), respectivamente. O teorema que se segue mostra como a analise de uma sequéncia valida
de operacdes permite uma avaliacdo mais acurada de complexidade para a estrutura.



Qualquer sequéncia valida contendo exatamente t operagdes inserir em uma lista de prioridade (L, U)-limitada pode ser
executada, no pior caso, com complexidade O(t + A), sendo A=U—L + 1.

PROVA O procedimento lista-vazia possui complexidade O(A); cada operagdo inserir tem complexidade O(1), tendo em vista
que o elemento deve ser simplesmente inserido em uma lista encadeada.

Seja d o0 numero total de chamadas ao procedimento remover-min. O j-€simo remover-min, no pior caso, percorre um trecho
da lista de ponteiros vetor, a partir da posi¢do do ultimo elemento removido, até a proxima posi¢ao que possua elementos a serem
removidos. Este tempo de percurso € O(w; — o; + 1), sendo o; e w; respectivamente os valores da variavel corrente antes e depois de

a operacao ser executada. O tempo total € .
04) + Yom + Y 0w, —a, +1.

Como a;.; = o, paraj =1, ...,d — 1, a expresséo pode ser simplificada para

OA+t+d+ mg—ay).

Sabe-se que d <t, a; = L e, no pior caso, g = U; 0 resultado esta provado.

carrente corrente

NNENSE D] [ ]

(a) (b)

pend corrente

SEnEE
LI

4]

(c)
Exemplo de sequéncia de operacoes.

A analise apresentada nesta prova é especial, pois considera a sequéncia de opera¢des como um todo em lugar da anélise de
cada uma das operac0es. Este tipo de analise determina a complexidade chamada amortizada, que sera apresentada com detalhes

no Capitulo 7.

Exercicios
6.1 Verificar se estas sequéncias correspondem ou ndo a um heap:
333228312629 253027
333228312926 253027
6.2 Provar ou dar contraexemplo:
Seja S uma sequéncia de chaves correspondendo a um heap. Sejam s;, s; chaves de S tais que i < j e s; <s;. Entéo a
sequéncia obtida pela troca de posi¢@es de s; com s; € tambem um heap.
6.3 Repetir o exercicio anterior, considerando, agora, i <j e s; <s;.
6.4 Provar ou dar contraexemplo:



(i)
(i)

Seja S um conjunto de chaves e T uma arvore binaria de busca completa para S, de modo que T esteja preenchida da
esquerda para a direita em seu ultimo nivel. Entdo T ndo corresponde a um heap, exceto se |T| <2.
*6.5 Determinar o nimero de permutagdes de 1, ..., n que correspondem a defini¢do de heap.
6.6 Seja S 0 heap especificado a seguir:
92 859047 91 34 20 40 46
Aplicando o algoritmo da Secéo 6.3, determinar o heap resultante da alteracdo de prioridade do seu 5° né de 91 para
93
19
6.7 O procedimento ndo recursivo descer(i, n) é apresentado abaixo. Implementa-lo e comparar seu tempo de execugédo
com o do procedimento recursivo. Que conclusdes podem ser obtidas?
procedimento descer(i, n)
extra :=TI[i]; prior :=T[i] . chave; j:=2*i
enquanto j<n faga
se j<nentéio
se T[j + 1] . chave > T[j] . chave entdo j:=j +1
se prior < T[j] . chave entéo
Tl :=T0]
= j=2x%i
sendoj:=n+1
T[i] := extra
6.8 Construir o procedimento subir(i) sem usar recursividade.
6.9 Seja uma lista dada pelas prioridades a seguir:
182541 3414105250 48
Determinar o heap obtido pela aplicacdo do algoritmo de construcéo.
6.10 O que acontecera se o Algoritmo 6.7 for utilizado em uma tabela ja ordenada? E se a tabela estiver ordenada, porém
invertida?
6.11 Prove que no maximo [ n/2j] nds tém altura j numa arvore binaria completa.
6.12 Mostrar que, num heap min-max, a prioridade do nd i, situado em um nivel impar (par), € menor (maior) do que a de
seus descendentes na arvore binéria correspondente.

6.13 Provar ou dar contraexemplo:
Seja uma arvore binaria completa em que cada né i armazena uma chave s; e verifica a seguinte propriedade:

nivel(i) = impar =s; <s;

nivel(i) = par =s; > s,

onde s; € um filho qualquer de s;. Entdo essa arvore constitui um heap min-max.

6.14 Assinalar se certo ou errado:
Todo heap min-max é necessariamente um heap, mas nem todo heap é min-max.
*6.15 Determinar o niimero de permutagdes de 1, ..., n que correspondem a heaps min-max.

6.16 Determinar o heap min-max resultante da alteracdo de prioridade do né-raiz da arvore da Figura 6.9, de 4 para 41.

6.17 Construir um heap min-max para uma tabela, com as seguintes prioridades:
10112816324426814311516 7159 63

6.18 Escrever um algoritmo para construir um heap min-max para um dado conjunto de elementos com prioridades
conhecidas. Determinar a sua complexidade.

6.19 Implementar os algoritmos de insercédo e remocao numa lista de prioridades min-max.
+6.20 Utilizando listas de prioridades, descrever um algoritmo de alocagdo de memoria de tamanho variavel, segundo o
modelo descrito na Secdo 2.8. Formular algoritmos de reserva e liberacdo que sejam de complexidade O(log n), onde n é o
ntmero de blocos de memaria disponivel.

6.21 Mostrar como pode ser simplificada a estrutura de dados utilizada na implementacéo da lista de prioridades (L, U)-
limitada se ¢é sabido que todos os elementos tém prioridades distintas no intervalo [ L, U ].
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introduziram as listas de prioridades (L, U)-limitadas; a estrutura foi utilizada para a determinacéo linear do cédigo de Priifer para arvores.



Capitulo 7

Algoritmos de Ordenacao

Introducao
Os capitulos anteriores trataram, em geral, de estruturas genéricas, adequadas a representacdo de quaisquer massas de dados. J& no
Capitulo 6, algo mais especifico foi apresentado: uma estrutura eficiente para modelar dados de entrada de um determinado
problema, a manipulacao de elementos de uma tabela com prioridades. O capitulo presente é diferente; aqui serdo descritas
técnicas distintas para solucionar um problema que aparece como pré-processamento em muitas aplicacdes que envolvam o uso de
tabelas (isto é, praticamente todas!) — a obtencdo de uma tabela ordenada.

O problema da ordenac&o foi um dos primeiros a gerar discussoes sobre implementacdes eficientes ou no. E razoavelmente
facil comparar dois algoritmos quando aplicados a uma mesma massa de dados. Entretanto, massas de dados modelam situacdes e,
muitas vezes, devido a particularidades das mesmas, alguns métodos se comportam melhor que outros, independentemente de sua
avaliagcdo em testes genéricos. O melhor exemplo disso sdo 0s métodos mais simples, como a ordenacao bolha e a ordenagéo por
insercdo. Apesar de a complexidade de pior caso ser ruim, ambos séo bastante utilizados em razéo de sua extrema simplicidade de
implementacdo. Também nado pode ser esquecido que esses métodos podem ser convenientes quando a tabela é pequena ou esta
quase ordenada.

O objetivo deste capitulo é o estudo de algoritmos de ordenacdo, a avaliagdo de suas complexidades e implementaces mais
eficientes. Os primeiros métodos apresentados, a ordenacao bolha e a ordenacao por inser¢ao, vistos nas Secdes 7.2 e 7.3, sdo
métodos bastante simples e de facil implementacdo. Da simplicidade dos mesmos decorre a complexidade de O(n?). Na Secédo 7.4
sera vista a ordenacdo por intercalacdo, método bastante interessante que utiliza o procedimento de intercalacédo de listas visto no
Exercicio 2.14. Os mais conhecidos (e muito eficientes) quicksort (ordenacdo répida) e heapsort (ordenagdo em heap) sdo vistos
nas Secdes 7.5 e 7.6. A Secdo 7.7 é dedicada a estabelecer um limite inferior para a complexidade de algoritmos de ordenacéo.

Ordenacao Bolha (Bubble Sort)

O método de ordenacgéo bolha é bastante simples, e talvez seja 0 método de ordenacgéo mais difundido. Uma iteracdo do mesmo se
limita a percorrer a tabela do inicio ao fim, sem interrupcéo, trocando de posi¢ao dois elementos consecutivos sempre que estes se
apresentem fora de ordem. Intuitivamente percebe-se que a intencdo do método é mover os elementos maiores em direcéo ao fim
da tabela. Ao terminar a primeira iteracdo pode-se garantir que as trocas realizadas posicionam o maior elemento na ultima
posicdo. Na segunda iteracdo, o segundo maior elemento é posicionado, e assim sucessivamente. O processamento é repetido
entdo n — 1 vezes. O algoritmo que se segue implementa este método. A tabela se encontra armazenada na estrutura L. O
algoritmo ordena L segundo valores ndo decrescentes do campo chave.

Algoritmo 7.1 Ordenacao bolha de uma tabela com n elementos

parai=1,...n faga
paraj=1,...n-1 faca
sel[]j].chave>L[]+1].chave entdo
trocar(L[j], L[j+1])
O Algoritmo 7.1 é claramente ruim. Sua complexidade de pior caso é igual a de melhor caso, O(n?), devido aos percursos
estipulados para as variaveis i e j. Pode-se, entretanto, pensar em alguns critérios de parada que levariam em consideracédo
comparagOes desnecessarias, isto €, comparagdes executadas em partes da tabela sabidamente j& ordenadas.



O primeiro critério de parada resulta do fato de que, se a tabela esta ordenada, o algoritmo é executado em toda sua extenséo
desnecessariamente. Uma varidvel I6gica mudou é entdo introduzida com a finalidade de sinalizar se pelo menos uma troca foi
realizada. Caso isso ndo ocorra, o algoritmo pode ser encerrado. Essa simples alteracdo afeta a complexidade do melhor caso do
algoritmo, que passa a ser O(n), uma vez que, se a tabela j& esta ordenada, apenas um percurso é realizado.

A segunda modificacdo decorre do proprio método: como, a cada passo, um elemento é garantidamente transportado para o
fim da tabela, o nimero de elementos da mesma pode ser diminuido. Na realidade, a posi¢do da Gltima troca (armazenada, no
algoritmo, na varidvel guarda) indica que todos os elementos posteriores ja estdo ordenados. O algoritmo pode entdo utilizar esta
posi¢do para atualizar o limite superior da tabela, que inicialmente é o proprio nimero de elementos.

Algoritmo 7.2 Ordenacao bolha com critério de parada

mudou :=V; n’ :=n; guarda :=n
enquanto mudou faga
j:=1; mudou :=F
enquanto j<n’' faga
sel[j].chave > L[]+ 1].chave entdo
trocar(L[j], L[j+ 1]

mudou =V
guarda ;=
j=i+l

n' ;= guarda

A Figura 7.1 apresenta um exemplo de aplicacdo do Algoritmo 7.2, sendo quatro iteracGes suficientes para a ordenacao
desejada. A ultima coluna indica o nimero de trocas realizadas durante a iteracdo considerada.

O Algoritmo 7.2 é bem mais eficiente; sua complexidade de pior caso, entretanto, permanece O(n?). A entrada que justifica
esse resultado é a tabela ordenada em ordem inversa.

Iteracao Tabela Trocas

tabela inicial 40 37 95 42 39 51 60
apos 12 iteragéo 37 40 42 39 51 60 95
apos 22 iteragao 37 4039 42 51 60 95
apos 3¢ iteracdo 37 3940 42 51 60 95
apods 42 iteragao 37 394042516095

O = =

Um exemplo de ordenacao bolha.

Ordenacao por Insercao
O método de ordenacdo por insercdo é também bastante simples, sendo sua complexidade equivalente a da ordenacdo bolha.
Imagine uma tabela ja ordenada até o i-esimo elemento. A ordenagdo da tabela pode ser estendida até o (i + 1)-ésimo elemento por
meio de comparagdes sucessivas deste com o0s elementos anteriores, isto &, com o i-ésimo elemento, com o (i — 1)-ésimo elemento
etc., procurando sua posicao correta na parte da tabela que ja esta ordenada. Pode-se entdo deduzir um algoritmo para implementar
0 método: considera-se sucessivamente todos o0s elementos, a partir do segundo deles, em relagéo a parte da tabela formada pelos
elementos anteriores ao elemento considerado em cada iteragéo.

lteracao Tabela Trocas

tabela inicial 40 37 95 42 23 51 27
apodsi=2 37 40 95 42 23 51 27
apési=3 37 40 95 42 23 51 27
aposi=4 37 40 42 95 23 51 27
apési=5 23 37 40 42 95 51 27
apdsi=6 23 37 40 42 51 95 27
apési=7 2327 3740425195

(3, RO O S



Um exemplo de ordenacgao por insergao.

A Figura 7.2 mostra um exemplo da execucdo do algoritmo. A tabela € reapresentada ap6s a execugdo do posicionamento de
cada elemento, a partir do segundo.

O Algoritmo 7.3 apresenta a ordenag&o por inser¢éo da tabela L, de n elementos, segundo o seu campo chave. Para evitar erros
de implementacdo, a tabela deve ser acrescida de uma posicdo L[0], que pode receber em seu campo chave qualquer valor. Esse
valor serd testado no caso em que a posi¢do definitiva do elemento que esta sendo analisado seja a primeira. Essa comparacao,
entretanto, ndo tem efeito, uma vez que, nesse caso, j < 1 e o teste resulta falso.

Algoritmo 7.3 Ordenacao por insercao de uma tabela com n elementos

parai=2,...n faga
prov := L[i]; valor := L[i] . chave
ji=i-1
enquanto j>1 evalor<L[]]. chave faga
L[j+1]:=L[j]
ji=j-1
L[j+ 1] :=prov
A analise da complexidade do algoritmo é bastante simples e utiliza o conceito de inversdes. Dados dois elementos da tabela
L[i] e L[j], sendo i < j, uma inversdo ocorre quando L[i] . chave > L[j] . chave. Como pode ser visto no exemplo apresentado na
Figura 7.2, 0 nimero de trocas realizadas pelo algoritmo é exatamente o nimero de inversdes da tabela. O percurso em cada
iteracdo termina exatamente quando a inversdo ndo ocorre. Entdo, o algoritmo tem complexidade de melhor caso O(n), que ocorre
quando o numero de inversdes € zero. No pior caso, quando a tabela esta em ordem inversa, sdo executadas n — 1 iteracdes (para i
=2,...,Nn) e, em cada uma delas, removidas i — 1 inversdes. Logo,
E/mu) 1+ 24+ ...+ (n—1=0(x.

Ordenacao por Intercalacao (Mergesort)
O método apresentado nesta secdo tem uma caracteristica interessante, pois tem como procedimento basico o procedimento de
intercalacdo de listas, mencionado no Exercicio 2.14.

A ideia basica do método é intercalar as duas metades da lista desejada quando estas ja se encontram ordenadas. Na realidade,
deseja-se entdo ordenar primeiramente as duas metades, o que pode ser feito utilizando recursivamente o mesmo conceito.

Primeiramente, o processo de intercalagdo sera revisto. Sejam duas listas A e B, ordenadas, com respectivamente n e m
elementos. As duas listas sdo percorridas por ponteiros ptA e ptB, armazenando o resultado da intercalagdo na lista C, apontada
pelo ponteiro ptC. O primeiro elemento de A é comparado com o primeiro elemento de B; o menor valor é colocado em C. O
ponteiro da lista onde se encontra 0 menor valor é incrementado, assim como o ponteiro da lista resultado; o processo se repete até
gue uma das listas seja esgotada. Neste ponto, os elementos restantes da outra lista s&o copiados na lista resultado. A Figura 7.3
ilustra o processo.

Seja L a lista que se deseja ordenar. O método de ordenacéo por intercalagao consiste em dividir a lista original em duas
metades e ordena-las; o resultado sdo duas listas ordenadas que podem ser intercaladas. Para ordenar cada uma das metades o
processo considerado é o mesmo, sendo o problema dividido em problemas menores, que sdo sucessivamente solucionados. O
Algoritmo 7.4 apresenta a solucdo, incluindo o procedimento de intercalacdo especifico para dois trechos da mesma tabela,
processo semelhante ao exibido na Figura 7.3 para tabelas distintas. Observe que, também neste caso, é necessario utilizar uma
lista temporaria para armazenar o resultado da intercalagdo. Para evitar a criagdo de uma nova area de trabalho a cada chamada do
procedimento, essa area temporaria é considerada como dado do problema. O Algoritmo 7.4 apresenta a implementacdo do



método. Apoés a analise do algoritmo seré explicado como essa tabela temporaria pode ser utilizada para uma implementagdo ainda
mais eficiente.

‘ 28 33 66 70 ‘ 39 60 78 95 ‘ | 28 33 ‘
f f t

‘ 28 33 66 70 ‘ 39 60 78 95 ‘ ‘ 28 33 39 60 ‘

‘ 28 33 66 70 39 60 78 95 ‘ ‘ 28 33 39 60 6670 ‘

‘ 28 33 66 70 39 60 78 95 ‘ 28 33 39 60 6670 78 95

O processo de intercalagao.

Algoritmo 7.4 Ordenacao por intercalacdo de uma tabela com n elementos

procedimento mergesort (esq, dir);
se esq < dir entdo
centro := l (esq + dir)/2J ;
mergesort(esq, centro);
mergesort(centro + 1, dir);
intercalar(esq, centro + 1, dir);
procedimento intercalar(L, Tmp, inil, ini2, fim2);
fiml:=ini2—-1;nro:=0
ind :=inil
enquanto (inil <fiml) e (ini2 <fim2)faga
se L[inil] . chave se L[inil] L[ini2] . chave ent&o
Tmp[ind] := L[ini1]

inil:=inil+1
sendo Tmp[ind] := L[ini2]
ini2:=ini2+1

ind:=ind+1;nro:=nro+1
enquanto {inil <fiml} faga

Tmp[ind] := L[ini1]

inil:=inil+1;ind:=ind+1;nro:=nro+1
enquanto {ini2 <fim2} faga

Tmp[ind] := L[ini2]

ini2:=ini2+1;ind:=ind+ 1;nro:=nro+1
parai:=1,...,nro faca

L[i+inil—1]:=Tmp[i +inil-1]

mergesort (1, n)

Analise do Algoritmo

O tempo de execucdo da ordenacdo por intercalacdo sobre uma tabela com n elementos, T(n), € o resultado da soma dos tempos de
execucdo das duas chamadas recursivas, cada uma delas com tempo de execucdo T(n/2). Como condicdo inicial, paran=1, T(1) =
1. Assumindo-se que n é uma poténcia de 2, a formula basica que expressa 0 nimero de iteracfes executadas é:



I(n) = 21T (nl2) + n. (7.1)

Para determinar o valor desejado, primeiramente ambos 0os membros séo divididos por n:

T(n) T(nl2)
n nl2

+1. (7.2)

Como a equacdo € valida para qualquer poténcia de 2, pode-se escrever:

=4, 7.
nl2 nl4 (7.3)
T(nl4 T(n/8
(nf4) _T(l8) 7.4)
nl4 n/8
T(n/2) T()
=—"41. (7.5)

2 1

A partir da Equacdo (7.2), excetuando-se a Ultima, a primeira parcela do lado direito da igualdade é igual ao termo do lado
esquerdo da equagdo seguinte. A soma das equacdes resulta em:

Tn) = @ + log n. (7.6)

n

Concluindo-se que

T(n) = n + nlog n. (7.7)

A complexidade de pior caso do método é, entdo, O(n log n). Entretanto, mesmo com este bom resultado a ordenacao por
intercalacdo ndo € um dos métodos de ordenacao mais empregados. Sua eficiéncia depende da cuidadosa implementacédo da tabela
temporéaria. A primeira providéncia necessaria ja foi tomada: utilizar somente uma area de trabalho ao longo de todo o processo. A
segunda seria evitar a copia executada apds cada intercalacdo, o que pode ser feito alternando-se as tabelas L e Tmp em niveis
distintos da recurs&o.

Ordenacao Rapida (Quicksort)
O nome quicksort (ordenag&o réapida) ja indica o que se deve esperar do método, que é, na realidade, um dos mais eficientes dentre
os conhecidos. Dada uma tabela L com n elementos, o procedimento recursivo para ordenar L consiste nos seguintes passos:
— se n =0oun =1entdo a tabela esta ordenada;
— escolha qualquer elemento x em L — este elemento é chamado pivo;
— separe L — {x} em dois conjuntos de elementos disjuntos: S; ={w € L—-{x}w<x}eS,={we L-{x}w>x};0
procedimento de ordenacdo é chamado recursivamente para S, e S,;
— L recebe a concatenacéo de S, seguido de x, seguido de S,.

Dois pontos sdo decisivos para o bom desempenho do algoritmo: a escolha do pivo e o particionamento da tabela. Esses
pontos sdo analisados a seguir.

A escolha do pivé mais utilizada é tomar o primeiro elemento como tal. Isto é aceitavel se a tabela é reconhecidamente
aleatdria. Se, entretanto, a tabela esta ordenada na ordem inversa a desejada, esta escolha provoca o pior desempenho do
algoritmo. A parti¢do obtida nesse caso separa a tabela de tal forma que o conjunto S, contém n — 1 elementos e o conjunto S, é
vazio. Sendo assim, o primeiro elemento ndo € uma boa escolha para pivo.

Uma estratégia alternativa é a escolha aleat6ria do pivd, mas a geracdo de nimeros aleatorios poderia pesar no tempo de
execucdo. A situacdo ideal seria a escolha de um pivo tal que proporcionasse a particdo da tabela em dois subconjuntos de
dimenséo equivalente. Para isso, a mediana da tabela deveria ser o elemento selecionado, lembrando que a mediana de um



conjunto de n elementos é o n/2-ésimo maior nimero. Infelizmente, o calculo desse elemento seria também muito custoso. Uma
solucdo utilizada com bons resultados é a escolha da mediana dentre trés elementos: o primeiro, o Gltimo e o central.

Solucionada a escolha do pivd, passa-se ao particionamento. Na descri¢do do algoritmo, os elementos iguais ao pivd foram
colocados no conjunto S,. Mas essa decisdo, geralmente, depende da implementacéo. Antes disso, porém, observe o
funcionamento do algoritmo considerando todos os elementos distintos.

Primeiramente, o pivo é afastado da tabela a ser percorrida; isto pode ser feito colocando-o na dltima posic¢éo e considerando
somente o restante da tabela. Em seguida, dois ponteiros sdo utilizados. O primeiro, i, € inicializado apontando para o primeiro
elemento da tabela, percorrendo-a enquanto os valores apontados sdo menores do que o pivd. O segundo, j, é inicializado na
penultima posicao, efetuando a tarefa inversa. Os percursos sdo interrompidos quando i aponta para um elemento maior do que 0
pivo e j aponta para um elemento menor do que o pivd. Duas situacdes podem ocorrer. Se i < j, 0s elementos da tabela devem ser
trocados e o procedimento pode prosseguir. Se i > j, a particdo ja esta determinada. O piv0, que se encontra na ultima posicao da
tabela, deve ser trocado com o elemento de indice i. Apds a troca, os elementos de indice menor do que i s&o menores do que 0
pivo; o indice i indica a posi¢do definitiva do pivd, e os de indice maior do que i formam o conjunto de elementos maiores do que
0 pivd. Note que o elemento de indice i foi trocado com o elemento que esta na Ultima posicdo da tabela (cuja chave € o pivd),
ficando entdo na parte correta.

A Figura 7.4 mostra uma passagem da execugdo do algoritmo no exemplo ja utilizado anteriormente, na Figura 7.2.
Primeiramente o pivo € escolhido entre os valores 40, 42 e 27. O piv6 determinado, 40, é trocado com a Ultima posicéo e o
percurso sobre a tabela com os indices i e j é iniciado. No momento em que esse percurso ndo pode mais prosseguir, i aponta para
95 e j, para 23. Como i < j, 0s dois elementos sdo trocados, o percurso € reiniciado e para novamente quando i aponta para 42 e j,
para 23. Agora, entretanto, i > j e a posicdo do pivo esta decidida. O Gltimo elemento ocupa sua posicao definitiva (a posicdo
apontada por i), e os dois subconjuntos estdo determinados: o de elementos menores do que o pivo, {27, 37, 23}, e o de maiores,
{95, 51, 42}. O algoritmo prossegue, sendo aplicado a cada um dos subconjuntos.

Agora analisa-se a questdo das chaves repetidas. Observe que, se elas acontecem na tabela L, o particionamento seré afetado
pelo teste executado no percurso dos ponteiros. A escolha do teste mais conveniente pode ser feita utilizando-se como exemplo
uma tabela em que todas as chaves sao iguais. Se os dois testes executados quando do percurso dos indices i e j ignoram chaves
iguais ao pivd, havera necessidade do acréscimo de um critério de parada, e mais, o pivo sera colocado na extremidade da tabela,
0 que constitui o pior particionamento possivel. Por outro lado, se nos dois testes o percurso for suspenso quando a chave é igual
ao pivo, trocas desnecessarias serdo feitas, mas o particionamento da tabela ocorrera de forma mais equilibrada.

40 a7 95 42 23 5 27

27 37 95 42 23 51 40
27 a7 95 42 23 51 40
27 37 23 42 95 51 40
27 37 23 42 95 51 40

27 a7 23] 40 [95 51 42
Ordenacdo rapida.
O Algoritmo 7.5 apresenta a ordenacdo rapida da tabela L, de n elementos, segundo o seu campo chave. As variaveis ini e sup,

parametros do procedimento, sdo indices que indicam o primeiro e o ultimo elemento da parte tabela que esta sendo processada na
chamada. O procedimento PIVO, chamado no decorrer da ordenacéo, escolhe a mediana de trés elementos.

Algoritmo 7.5 Ordenacao rapida de uma tabela com n elementos




procedimento quicksort (ini, fim)
se fim—ini <2 entéo
se fim—ini=1enté&o
se L[ini] . chave > L[ fim] . chave ent&o
trocar(L[ini], L[ fim]);
sendo PIVO(ini, fim, mediana)
trocar((L[mediana], L[ fim])
i:=ini;j:=fim-1
key := L[ fim] . chave
enquanto | >i faca
enquanto L[i] . chave < key faca

=i+l
enquanto L[] ].chave > key faga
j=j-1

sej>ientdo
trocar((L[i], L[j D
=i+l j:=j-1
trocar((L[i], L[ fim])
quicksort(ini, i — 1)
quicksort(i + 1, fim);
quicksort(1, n)
Uma observacao deve ser feita a respeito da implementagdo do método. Um Unico critério de parada é utilizado, o teste j > i,
independente, portanto, do tamanho da tabela. Isto é possivel porque, apds cada troca, o indice i é incrementado e j é
decrementado.

Analise do Algoritmo

A analise do tempo despendido pela ordenacao rapida é bastante semelhante a analise vista na ordenacao por intercalacdo. O
tempo de execucdo do método rapido sobre uma tabela com n elementos, T(n), é o resultado da soma dos tempos de execuc¢do das
duas chamadas recursivas com o tempo linear despendido no particionamento da tabela. A analise do algoritmo sera feita
assumindo-se que o pivo é escolhido aleatoriamente. Assume-se também que T(0) = T(1) = 1. A formula bésica que expressa o
numero de iteracOes executadas é:

T)=TH+Tn—i—1)+cn (7.8)
onde i é o nimero de elementos em S, e ¢ € uma constante. Serdo estudados trés casos: o pior, 0 melhor e o caso médio.

Analise do pior caso

No pior caso, o pivo € o menor elemento, o que faz com que, no momento em que a tabela é partida, um dos subconjuntos fique
vazio. Assim, i =0 e, como T(0) = 1 ¢ insignificante, pode ser ignorado. A formula basica de medida do tempo de execugdo é:

Tn)=Tn—1)+ cn,n=>1 (7.9)

A Equacdo (7.9) pode ser usada repetidamente para tabelas cada vez menores, considerando-se sempre que o pivo € o menor
elemento. Tem-se entdo:

Tn—1)=Tn—2)+c(n—1) (7.10)



Tn—=—2y=Tn—3)+ c(n—2) (7.11)

T2) = T(1) + «2) (7.12)
Somando-se as equagdes acima, a partir da Equacéo (7.9), obtém-se:

T(n)y=T7T(1)+ cii O(n*) (7.13)
Este resultado mostra a necessidade da escolha criteriosa do pivo.

Analise do melhor caso

O melhor caso ocorre quando o pivd é a mediana de uma tabela sem elementos repetidos. Assim os dois subconjuntos
determinados, S, e S,, ttm a mesma cardinalidade. Este equilibrio gera mais subconjuntos efetivamente tratados. Tem-se entéo:

T(n) = 21(nl2) + cn (7.14)

Dividindo ambos os membros da Equacdo (7.14) por n:

T(n) T(n/2)
= +rc 7.15
n nl2 ‘ 7.15)

Usando repetidamente a Equacéo (7.15):

T(n/2) _ T (nl4)
ni2 nl4

te (7.16)

T2) T(
¥=¥+f (7.17)

Adicionando as equagdes acima, a partir da Equacéo (7.15), resulta:

T T
() =% + ¢ log n (7.18)

n

A Equacdo (7.18) permite dizer que

T(n) = enlog n + n = O(nlog n). (7.19)

Analise do caso médio
Assume-se que cada possivel dimensdo do conjunto S tem igual probabilidade, logo 1/n. O valor médio de T(i), e também de T(n —
i—1),¢é
A Equacdo (7.8) fica entdo:
. 20 ¢
T'(n) = E{Z/ {1)} + en (7.20)

=0

Multiplicando a Equacéo (7.20) por n tem-se:



nil(n) = 2|:i'f(j)}+ml (7.21)

=0

j=0

n—DTr—1)= z{f‘r(;)} + e(n — 1), (7.22)

Efetuando a diferenca entre as Equacdes (7.21) e (7.22):

nl(m) — (n—DTr—1))=21uw—1)+ 2n —¢ (7.23)
Abandonando, na direita da equacgéo, a constante c:

nl{n)=(n+ 1)T(n—1)+ 2en (7.24)

Tem-se agora a formula de T(n) em fungdo de T(n — 1). Dividindo entdo por n(n + 1) e repetindo sucessivamente:

T'(n) _T(n—1) n 2¢

nt1 n n+1

T[n—l):T(rz—Q)_Fk

e _T0
3 2

‘,
oy

Adicionando-se as equacdes a partir de (7.25), tem-se

T(n) T(1) (aiy]
=42 - 798
n+1 2 c;i (7.29)

O somatorio que aparece na Equacéo (7.29) pode ser calculado com auxilio do pardmetro y, conhecido como constante de
Euler-Mascheroni. Sabe-se que

Y= Iim[z% —ln r.r.].

k=1

O somatdrio € entdo aproximadamente igual a O(log n). Logo,
T (n) )
= O(log n).

n+1

E, finalmente, T(n) = O(n log n).

Ordenacao em Heap (Heapsort)
No Capitulo 6 foi visto o conceito de lista de prioridades e sua implementacdo mais eficiente, utilizando um heap. Uma aplicagdo
conhecida dessa estrutura &€ um algoritmo que efetua a ordenacdo de uma tabela. A implementacdo deste método utiliza a estrutura
de dados heap e os procedimentos que a manipulam.
Seja L a tabela a ser disposta em ordem nao decrescente segundo as suas chaves, sendo L uma lista de prioridades. A
prioridade atribuida a cada no é considerada como sendo igual ao valor de sua chave de ordenacéo. Sabe-se que o primeiro
elemento da lista € o de maior prioridade. Esse elemento é obrigatoriamente o Gltimo na lista ordenada. Pode-se entéo realizar a



troca do primeiro com o Ultimo elemento e diminuir a tabela. A tabela L, diminuida de um elemento, pode ndo ser uma lista de
prioridades (o seu primeiro elemento foi modificado) e deve ser reorganizada. Repetindo-se este processo para todos os elementos
de L, o resultado final é a tabela ordenada.

O Algoritmo 7.6 apresenta a ordenacdo em heap da tabela L, de n elementos, segundo o seu campo chave. Primeiramente, o
heap deve ser construido utilizando-se o procedimento arranjar (ver Algoritmo 6.6 no Capitulo 6). Apos a troca do primeiro
elemento, é utilizado o procedimento descer (ver Algoritmo 6.2 no Capitulo 6), que reorganiza o heap ap6s a remocdo do
elemento de maior prioridade.

Algoritmo 7.6 Ordenacao em heap

arranjar(n)

m:=n

enquanto m>1 faga
trocar(L[1], L[m])
m:=m-1
descer(1, m)

A complexidade do Algoritmo 7.6 é de facil avaliacdo. O procedimento arranjar tem complexidade O(n); o procedimento
descer, O(log n). Como o procedimento descer é chamado n vezes, para cada elemento colocado em sua posi¢do definitiva na
tabela, a complexidade total do algoritmo € O(n log n).

A Figura 7.6 apresenta, passo a passo, um exemplo de ordenacdo da tabela mostrada na Figura 7.5, apds o procedimento
arranjar. Para cada iteracao do algoritmo, sdo ilustrados o efeito na arvore ap0s a troca de nos e o resultado do procedimento
descer. A Gltima arvore da figura apresenta a tabela ja ordenada.

95 60 78 39 28 66 70 33

Lista de prioridades.

trocar(TB(1], TB[7]} m=6
descer(1, 6)
o5
m=5
descer(1, 5)
m=4
descer(1, 4)
m=3
descer(1, 3)
27 23
400 42 51 6
trocar(TB[1}, TB[3]) @ m=2 @
descer(1, 2)
@) @ @) a7
40 . :'_4.2', 1 :'9.5 K 40 laz’ 51 B 95

trocar(TB[1], TB[2]) @ m=1 @
.. descer(1,1) -7 .
@) 37 27 37

‘40 42 51> 95- ‘40 e2h (510 s’



Ordenagéao em heap.

Limite Inferior para Algoritmos de Ordenacao
Neste capitulo, foram apresentados algoritmos de ordenacdo com complexidades de pior caso O(n?) e O(n log n). Obviamente os
que apresentam complexidade O(n log n) sdo melhores, porém para afirmar que um algoritmo € 6timo é necessario conhecer um
limite inferior para todos os algoritmos que executam essa tarefa, o que é dificil de ser obtido no caso geral. No caso de algoritmos
de ordenacdo, esse limite inferior € conhecido e essa analise é aqui apresentada. Para tal, é utilizada uma arvore de decisdo, que
representa todos os passos possiveis na execucdo de um algoritmo. A atencdo se concentrara em algoritmos de ordenacgéo por
comparacdes (exatamente os apresentados neste capitulo).

Arvore de Decisao

Uma &rvore de decisdo é uma abstracdo usada para provar limites inferiores. Aqui, serd utilizada uma arvore binaria. Cada n
representa um conjunto de possiveis ordens de elementos de uma lista, consistente com as comparacdes entre seus elementos j
realizadas. Para cada n é colocada uma comparacao; as arestas da arvore indicam as duas possibilidades de respostas.

A arvore de decisdo da Figura 7.7 representa um algoritmo que ordena uma lista de trés elementos a, b e c. O estado inicial do
algoritmo se encontra na raiz da arvore, isto €, nenhuma comparacdo foi feita e todas as ordens sdo possiveis resultados para a
ordenacdo. O algoritmo considerado nessa arvore é a ordenacdo bolha. A primeira comparacdo que este algoritmo efetua é entre a
e b, isto é, o primeiro elemento e o segundo. Os dois resultados, a < b e b < a, levam a dois estados (n6s da arvore) distintos. Em
cada um deles, as ordens relativas a resposta correta da comparacgéo sdo encontradas. Quando o algoritmo atinge o n6 2, a
comparacdo é feita entre b e c. Se b < ¢, 0 algoritmo chega ao n6 4 e existe somente uma ordem possivel; o algoritmo pode
terminar, a ordenacdo estd completa. Se b > ¢, existem duas ordens possiveis: a, ¢, b e ¢, a, b. De acordo com o0 método, neste caso
0s elementos devem ser trocados: ¢ passa a ser 0 segundo elemento e b, o terceiro. Outra comparagdo deve ser realizada,
novamente entre o primeiro elemento e o segundo, isto é, a e c. Em cada alternativa é obtida apenas uma ordem correta. O
raciocinio é analogo para os outros nds. Observe que esta arvore corresponde a um determinado algoritmo; entretanto, qualquer
algoritmo de ordenacdo por comparagdo pode ser representado por uma arvore de decisdo. Em qualquer uma delas, o nimero de
comparag0es efetuadas pelo algoritmo corresponde ao maior comprimento do caminho da raiz até uma de suas folhas.

1

Arvore de deciséo.

O Tamanho da Arvore de Decisio

A arvore da Figura 7.7 tem seis folhas, correspondendo as seis possiveis ordenacdes da lista inicial. Em geral, ao ordenar n
elementos, existem n! =n(n—1) ... 1 possiveis saidas, que sao as diferentes ordens da lista inicial. Isto significa que qualquer dos
n elementos pode ser o primeiro, qualquer um dos n — 1 restantes pode ser o segundo, e assim sucessivamente. Entdo, qualquer



arvore de decisdo descrevendo um algoritmo de ordenacéo correto de uma lista de n elementos precisa ter f = n! folhas. E mais, o
comprimento do caminho da raiz da arvore até uma folha fornece o nimero de comparacg6es feitas quando a ordenagao
representada por essa folha é a ordem correta para uma entrada determinada. Entdo, o comprimento do maior caminho da raiz até
uma folha é o limite inferior do nimero de passos executados pelo algoritmo no pior caso.

Uma arvore bindria pode ter, no maximo, 1 né raiz, 2 nds no nivel 2, 4 nés no nivel 3, e, em geral, 2! no nivel i. Sabe-se que a
altura da arvore € igual ao nivel maximo de seus nos (Secdo 3.2). Entdo, o maior nimero de folhas de uma arvore com altura h é
2D, De outra forma, pode-se dizer entdo que uma arvore binaria com f folhas precisa ter altura, no minimo, O(log f). Como f =
n!, conclui-se que qualquer algoritmo de ordenacdo, que somente use comparacgdes para encontrar a ordem correta, precisa
Q(log(n!)) no pior caso. Uma boa aproximagéo para n! é (n/e)", onde e =2, 7183... é a base de logaritmos neperianos. Como
log((n/e)") =nlog n—n log e, tem-se que log(n!) é da ordem de n log n. Um limite inferior mais preciso pode ser obtido ao se
observar que n(n — 1)(n —2)... (2)(1) ¢é o produto de pelo menos n/2 fatores que valem n/2. Entdo, n! > (n/2)™2, e log(n!) > (n/2)
log(n/2) = (n/2) log n — (n/2). Conclui-se entdo que ordenar por comparacgdes tem complexidade de tempo de Q(n log n) no pior
caso.

Exercicios
7.1 Ordenar a lista
10, 4,7, 15, 12, 26, 6, 9
usando as ordenacdes bolha e por insercéo.
7.2 Analisar o comportamento do Algoritmo 7.2 (ordenagdo bolha com critério de parada) quanto ao nimero de trocas e
0 numero de percursos na tabela para as seguintes entradas:
10 20 30 40 50 5
90 10 20 30 40 50
7.3 Qual a complexidade de tempo da ordenacdo por insercédo se todas as chaves sdo iguais?
7.4 A seguinte tabela foi submetida a um algoritmo de ordenacéo:
87654321
Em algum ponto da ordenacao, a tabela se encontra da seguinte forma:
6 53142738
Qual o método de ordenac&o utilizado: bolha, por inser¢do ou em heap? Justificar sua resposta.
7.5 Estudar o comportamento do Algoritmo 7.5 (ordenag&o réapida) no caso de a entrada estar
ordenada em ordem crescente
ordenada em ordem decrescente
7.6 Mostrar o comportamento da ordenacdo em heap para a lista
80, 35, 20, 60, 42, 36, 85.
7.7 O que acontece se 0 Algoritmo 7.6 (ordenagdo em heap) for utilizado em uma tabela j& ordenada? E se a tabela
estiver ordenada, porém invertida?
7.8 Assinalar se certo ou errado:
Se a sequéncia a ser ordenada ja se encontrar sob a forma de um heap, o Algoritmo 7.6 requer apenas O(n) passos para
ordenar a sequéncia.
7.9 O algoritmo que se segue ordena uma tabela L de n elementos. Avaliar as complexidades de melhor caso e pior caso
do algoritmo. Discutir as estruturas de dados necessarias para a implementacao do metodo.
Passo 1: Construir uma arvore binaria de busca com os elementos de L.
Passo 2: Percorrer a arvore obtida em ordem simétrica.
7.10 Apresentar a arvore de decisdo correspondente a ordenacao por insercdo de uma tabela com trés elementos.
7.11 Um algoritmo de ordenac&o é estavel se ele preserva a ordem original dos elementos com chaves iguais. Quais dos
métodos apresentados neste capitulo sdo estaveis?
7.12 Apresentar um algoritmo que receba uma tabela de nimeros inteiros e os ordene em ordem decrescente tendo como
critério a sua frequéncia, isto €, 0 nimero de vezes que cada um deles ocorre na tabela.
Exemplo: dada a tabela
1356663331
Resultado:



3333666115
7.13 Suponha que se deseja ordenar uma lista L consistindo em uma lista ordenada seguida por alguns outros de forma

arbitraria. Qual dos métodos descritos neste capitulo melhor se adapta a essa tarefa?

Notas Bibliograficas

Por sua aplicabilidade, métodos de ordenagéo foram dos primeiros algoritmos a serem discutidos em relacéo a eficiéncia. No Capitulo 7 foram
apresentados alguns algoritmos classicos. Os mais simples, a ordenacdo bolha e por insercdo; os de melhor complexidade, 0 método rapido (proposto
por Hoare em 1962 [H062]), a ordenacdo em heap (proposta por Williams em 1964 [Wi64]) e a ordenag&o por intercalagdo, mencionada por Knuth
[Kn73] como sendo um dos primeiros e mais eficientes métodos propostos. A referéncia mais tradicional no estudo de ordenacéo é justamente o livro
de Knuth [Kn68], volume 3. Uma revisdo sobre a classificacdo dos métodos de ordenacéo é vista em [La80a], e Cook e Kim [Co80a] analisam a
eficiéncia dos algoritmos, no caso particular em que a tabela esta praticamente ordenada.



Capitulo 8

Estruturas Autoajustaveis

Introducao
Este capitulo é dedicado ao estudo de algumas estruturas que possuem como caracteristica comum o fato de serem autoajustéveis.

Ao se efetuarem determinadas operacdes sobre uma estrutura de dados, estas determinam necessariamente uma modificagdo
na sua forma. E o caso, por exemplo, da insercéo e da remocAo, que causam o seu crescimento ou reducdo. Uma estrutura
autoajustavel pode mudar sua forma também como efeito secundario de operagdes indcuas, como uma busca. Observe o caso de
uma arvore binaria de busca, ja conhecida. Se uma sequéncia de inser¢des produz uma folha de nivel O(n), uma sequéncia de m
buscas a essa chave apresentara uma complexidade de O(m n). Se a estrutura for autoajustavel, ela podera reagir, modificando o
nivel dos n6s em funcdo da frequéncia com que sdo buscados. Pode-se dizer que esta é uma nova abordagem para o problema ja
estudado em arvores balanceadas. Nestas, o rebalanceamento é realizado de tempos em tempos, em decorréncia da degradacgéo da
forma da estrutura, devido a operacgdes de inser¢des e remogdes. Em contraste, a ideia de uma estrutura autoajustavel envolve
operacOes de ajuste apenas locais, realizadas, contudo, com grande frequéncia. Por exemplo, apds cada busca na estrutura.

A avaliacdo da eficiéncia de algoritmos se fez até agora através da determinacdo da complexidade do pior caso, examinando-
se individualmente cada operacdo executada. Essa andlise, entretanto, pode se mostrar muito pessimista, induzindo a erros de
avaliacdo. Uma alternativa € a analise da sequéncia completa de opera¢6es, onde o tempo despendido com sua realizacéo é
analisado como um todo e ndo como uma sucessao de operac@es individuais. Tal avaliacdo é conhecida como complexidade
amortizada. Sendo assim, antes mesmo da apresentagdo de algumas estruturas autoajustaveis a Secdo 8.2 introduz o conceito de
complexidade amortizada. A Secdo 8.3 examina as estruturas autoajustaveis mais simples — as listas. O estudo de manipulacéo de
conjuntos é realizado na Se¢éo 8.4. Finalmente, uma arvore binéria de busca autoajustavel, denominada arvore de difusdo, é
examinada na Secdo 8.5.

Complexidade Amortizada
O objetivo da complexidade ordinéria é determinar o tempo despendido por uma operagao no seu pior caso, sem preocupagdo com
o efeito da mesma. Em contrapartida, a complexidade amortizada considera as configuragdes da estrutura antes e apos a operacdo
e examina cada uma das operagdes como parte integrante de uma sequéncia. Assim, nesse enfoque cada operagéo individual ndo
devera ser considerada, necessariamente, em seu pior caso.

Duas versdes diferentes apresentam o conceito de complexidade amortizada: a “visdo do banqueiro” e a “visao do fisico”. A
primeira trata a analise do algoritmo em questdo como um sistema de avaliagdo de créditos e débitos. Suponha que cada operacdo
realizada no algoritmo que se quer avaliar, conhecida como operacao individual, tenha direito a um certo nimero de créditos,
definido como o tempo amortizado da operacgdo. O objetivo €, entdo, mostrar que a sequéncia de operacdes pode ser executada
com o somatorio de créditos alocados. Conceitos semelhantes aos de uma operagédo bancaria sdo observados. Assim, durante o
processo, créditos podem ser “tomados emprestados” de operagdes subsequentes. Entretanto, chegando-se ao fim da sequéncia
estes devem ter sido pagos, isto €, devem ter sido economizados por outras operacdes. O conceito basico é que nem todas as
operacOes despendem os créditos alocados, e algumas despendem mais do que o permitido. O que se deve demonstrar é que, na
sequéncia de operac0es, essas sobras e faltas se compensam. Ao fim do processo, pode-se garantir que o tempo real de execucéo
da sequéncia de operacdes tem como limite superior o0 somatério dos tempos amortizados correspondentes.

Um exemplo simples que ilustra esse sistema é o problema da manipulagdo de uma pilha. J& sdo conhecidas as operagdes
primitivas referentes a pilhas:



- operacéo insere: insere um elemento no topo da pilha;
— operacdo retira: retira um elemento do topo da pilha.

Nesse exemplo, uma operacdo individual é composta por zero ou mais operacoes retira, seguidas, obrigatoriamente, por uma
operagéo insere. Utilizando-se a analise de pior caso, de imediato se observa que, para um conjunto de n elementos, a
complexidade de tal operacéo é O(n), em virtude da possibilidade de multiplas retiradas; no pior caso, a pilha terd n elementos e a
operacdo despendera pelo menos n + 1 passos. Ora, ao se considerar uma sequéncia de m operacGes desse tipo, ter-se-a a
complexidade de O(m n).

Ainda utilizando-se o conceito de complexidade do pior caso, pode-se tentar melhorar esse resultado. Ao se considerar uma
sequéncia de m operagdes, pode-se observar que a i-ésima operacao so pode retirar, no maximo, i — 1 elementos da pilha, pois s0 i
— 1 elementos poderiam ja ter sido colocados. Ter-se-ia entdo um tempo de i unidades para cada operacao realizada. O tempo total
seria de

Y=t “;”m = 0(m)

=1

e o resultado ndo apresentaria melhora sensivel, mesmo se o numero de operacdes, m, fosse menor do que a dimensédo n da tabela.

Observe agora como ¢é feita a andlise amortizada desta sequéncia. Para cada operacao individual sdo alocados dois créditos.
Considera-se que a operagao insere consome um crédito e a operacao retira, outro. Uma operacéo individual com zero retira
poupard um crédito. Ao acontecer uma operac¢do individual que efetue diversos retira, estes corresponderdo exatamente aos
créditos economizados anteriormente, uma vez que s6 podem ser retirados elementos que foram previamente colocados na pilha e
que nao foram desempilhados em operagdes precedentes.

Assim, em uma operacdo individual, cada retira multiplo é compensado por créditos economizados. Neste exemplo, ndo €
necessario o empréstimo de créditos. A complexidade amortizada de uma sequéncia de m operacdes individuais € O(2 m) = O(m).
Obviamente, a analise tradicional ndo esta errada; ela fornece um limite superior ao nimero encontrado pela anélise amortizada.

A segunda técnica de analise ¢ denominada “visdo do fisico” que, de certa forma, ¢ uma analogia com o conceito de energia
potencial. Para essa abordagem é necessario o conceito da fungdo potencial ®@, que mapeia qualquer configuracdo E da estrutura
num numero real ®(E), chamado potencial de E. O potencial de uma certa configuracdo pode ser utilizado para custear operagdes
a serem realizadas posteriormente. O tempo amortizado de uma operacdo € definido como

a=t+ ®E") - &E)

onde t é o tempo real da operacéo e E e E’ sdo as configuragdes da estrutura antes e depois da operagao, respectivamente. Para
uma sequéncia de m operacdes, tem-se:

Yt =3 - +d )=, -D +Da
=1 i=1

=1

onde g, e t; sdo os tempos amortizado e real da i-ésima operagdo, e @y, @, S840 0s potenciais antes da primeira operacdo e apos a
Gltima, respectivamente. O tempo total real ndo depende dos potenciais intermediarios. Ele representa a soma da complexidade
amortizada total com a diferenca de potencial da estrutura antes e depois da sequéncia de operagdes. Se o potencial final for maior
ou igual ao inicial, entdo a complexidade amortizada total podera ser utilizada como um limite superior para estimar o tempo total
real.

Na realidade, qualquer funcéo potencial pode ser escolhida; o bom resultado da avaliacdo dependera de quéo astuta for tal
escolha. Observe como ¢ feita essa anélise no exemplo de manipulacdo da pilha, ja apresentado anteriormente. O potencial da
pilha é definido como o nimero de itens que ela contém. Assim, o potencial inicial é zero e o potencial é sempre ndo negativo.
Suponha agora a execucdo da i-ésima operacao da sequéncia; encontram-se na pilha p elementos, e a opera¢do individual consta
de k operag0es retira e uma operacao insere. Pode-se entdo observar que
— o tempo real da operagdo e t; =1 + k;

— o potencial antes da operagao corresponde ao nimero de elementos da pilha, sendo entdo ®(E) = p;



— 0 potencial depois da operacdo corresponde ao nimero de elementos anteriormente na pilha, menos os k elementos
retirados mais o elemento inserido pela operagdo, sendo entdo ®(E')=p—k + 1.
O tempo amortizado correspondente a uma operacao individual é, entdo, o obtido aplicando-se a expressdo anterior. Seu valor
é(1+k)+(p—k+1)—p=2. Parao calculo de m operagdes, sabe-se que o potencial inicial & zero e o potencial é sempre ndo
negativo. Entéo,

Zr 0-&, + Zz
i=1 i=1

O tempo total real dessas m operacdes serd, entdo, limitado superiormente por 2m.

Listas
A estrutura mais simples que pode utilizar o conceito de autoajuste € a lista linear, em suas duas versdes de armazenamento,
sequencial e encadeada. Ja foi visto, no Capitulo 2, que a maneira mais simples de organizar essa lista é atraves de uma sequéncia
dos nos sem ordenacdo. Uma caracteristica importante pode, entretanto, ser considerada: o fato de que alguns nds sdo acessados
mais frequentemente que outros. Uma lista linear autoajustavel deve entdo permutar a ordem de seus nds, tentando colocar em
posi¢des mais proximas do inicio os nds mais procurados de forma a reduzir o tempo de acesso em operagdes subsequentes.

Se bem que outras estruturas possam apresentar desempenhos melhores para a busca, 0 emprego de listas autoajustaveis se
justifica principalmente quando o tamanho da lista € pequeno (algumas dezenas de nds), uma vez que a simplicidade dos
algoritmos a serem programados compensa o fato de ndo se utilizarem estruturas mais elaboradas. Uma aplicagdo interessante que
se enquadra perfeitamente nesse caso € a utilizacao de autoajuste nas listas encadeadas que resolvem colisdes por encadeamento
exterior em tabelas de dispersdo, assunto que sera visto no Capitulo 10. Outra aplicacdo é na area de sistemas operacionais, que
utiliza listas autoajustaveis na politica de geréncia de memoria virtual conhecida como LRU (least recently used, menos
recentemente utilizada).

A implementacdo de listas autoajustaveis pode ser feita por métodos diferentes, alguns dos quais serdo estudados a seguir.

Meétodos de Autoajuste para Listas

Considere uma sequéncia de buscas realizadas em uma lista linear.

Mover para a frente (MF)

Neste método, quando a chave desejada é encontrada o no € transferido para o inicio da lista, caso ele ainda ndo se encontre nessa
posicdo. Se 0 armazenamento da lista é encadeado, essa operagcdo ndo apresenta problemas. Entretanto, se € sequencial, serdo
movimentados todos 0s nds que se encontravam antes do n6 considerado.

Deve-se observar que, todas as vezes que um né com baixa probabilidade é acessado e movido para a frente da lista, ele
incrementa os custos de futuros acessos a muitos outros nos.

Transposicao (TR)

Apbs acessar 0 né que possui a chave desejada, este é trocado com o0 n6 que imediatamente o precede. Com esse método, um né
S0 se aproxima do inicio da lista se ele € acessado frequentemente.
Uma vantagem interessante do método é sua aplicacdo a listas em armazenamento sequencial.

Contador de frequéncia (CF)

Cada n6 possui um contador, onde é mantido o nimero de acessos efetuados. Apds cada acesso, o contador é incrementado, e esse
n6 é movido para uma posigdo da tabela tal que todos os ndés com contador menor estejam situados depois dele. Assim, 0s n6s na
lista estdo sempre dispostos em ordem ndo crescente pelo valor do contador.



Uma caracteristica importante do método € que, ao fim da sequéncia de buscas, a tabela esta perfeitamente ordenada pela
probabilidade de acesso, 0 que € a ordem estatica Gtima para essa lista. Note que, durante a sequéncia de acessos, a lista ndo esta
necessariamente nessa ordem Gtima, mas se aproxima a medida que a sequéncia prossegue.

Mover para a frente k (MF-k)

Este método tenta estabelecer um compromisso entre os relativos extremos dos métodos MF e TR. Ap0s 0 acesso a um no, este é
movido k posicdes para a frente, se possivel, na tabela. Por essa definico, se k' é a distancia do n6 ao inicio da lista, MF é
equivalente a MF-k’ e TR é equivalente a MF-1.

Meétodos hibridos

Algumas tentativas foram feitas para combinar vantagens de dois métodos de autoajuste. Assim, pode-se considerar um método
onde o algoritmo MF é aplicado até uma disposi¢ao satisfatoria da lista e depois trocado pelo algoritmo TR. O problema é,
obviamente, definir o momento da troca do primeiro pelo segundo algoritmo utilizado.

A composicao dos algoritmos TR e CF também foi considerada. Uma vez que CF pode efetuar operacdes de reajuste
inadequadas no inicio da sequéncia de operag0es, a ideia € usar TR nesse periodo até que a tabela de contadores se encontre
razoavelmente estavel.

A Figura 8.1(a) mostra uma tabela e o contador de frequéncia de suas chaves. A aplicacdo dos métodos MF, TR e CF, apds o
acesso a chave x, aparece nas Figuras 8.1(b), 8.1(c) e 8.1(d), respectivamente.

Analise do Método Mover para a Frente

Nesta se¢do serdo apresentados alguns resultados referentes ao método mover para a frente. A escolha deste método em particular
se deve ao fato de que este € o algoritmo de autoajuste para listas lineares mais usado e analisado ao longo dos anos. Os resultados
obtidos, alguns dos quais aqui apresentados, justificam o interesse pelo método.

Um método de ajuste é chamado admissivel se ele toma a forma “apds o acesso a um no, mové-lo zero ou mais posi¢des para a
frente na tabela”. Como nenhuma restri¢do ¢ colocada quanto ao movimento realizado, todos os métodos mencionados na se¢do
anterior sdo admissiveis.
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Autoajuste em listas.

Para um método admissivel H e uma sequéncia s de operacfes quaisquer, tem-se:
Cy(s): o tempo total real da sequéncia de operacgoes;

E+(S): 0 nimero total de trocas de posigéo realizadas.

Para qualquer método admissivel H e qualquer sequéncia s de dimensdo m composta por operacfes de busca com sucesso e
insercOes, a partir da lista vazia, tem-se:

Cuir (8) =2Cy (8) —En (5) —m.



Isto é, o tempo total real do método mover para a frente nunca é maior do que duas vezes o custo de qualquer outro método
admissivel.

PROVA Nesta demonstracdo é utilizada a visao do fisico, apresentada na Secédo 8.2. Considere a sequéncia s aplicada segundo os
dois meétodos, resultando nas listas MF e H. Para definir a funcdo potencial, deve-se conceituar primeiramente uma inversao
de dois elementos. Para duas listas quaisquer contendo os mesmos elementos, uma inversdo em uma das listas em relacéo a
outra € um par ndo ordenado i, j tal que, se i ocorre antes de j em uma das listas, ele ocorre depois de j na outra. A funcao
potencial utilizada €, entdo, o nimero total de inversdes na lista MF em relagdo a lista H.

Considere, inicialmente, a operagdo de inser¢do. Em se tratando de listas lineares, uma premissa aceitavel é que todas as
inser¢des sejam feitas no fim da lista. Nesse caso, a opera¢do ndo altera o nimero de inversoes.

Suponha a operagdo de acesso a um elemento x, sendo x o j-ésimo elemento na lista MF e o k-ésimo na lista H. Dentre 0s
elementos que precedem x em MF, alguns também o precedem em H (por exemplo, o elemento a na Figura 8.2). Outros, como
o0 elemento d da mesma figura, precedem x em MF, mas o sucedem em H. Seja p o nimero de elementos que se encontram
neste segundo caso. Apds 0 acesso ao elemento x, este deve ser movido para a frente na lista MF, passando sobre j — 1 nos.
Entdo, j — 1 — p inversdes sdo criadas e p inversdes sdo destruidas.

Lista MF antes Lista MF depois
ab...cdefx.‘.gn‘ ‘xab...cdef...gh‘
Lista H antes Lista H depois
abgh..x...co’ef‘\ang...h.._cdef
Teorema 8.1.

Com o elemento x na frente da lista MF, cada n6 que precede x na lista H forma agora uma inversdo. Entdo, quando x é
movido e; posicdes para a esquerda na lista H (o movimento depende do método admissivel que esteja sendo utilizado),
exatamente e; inversdes sdo destruidas. Por outro lado, a movimentacéo de x em H ndo cria qualquer invers&o, pois x ocupa a
primeira posi¢do em MF.

Ja se sabe que o tempo amortizado para a operacao considerada é a; = t; + ®(E’) — ®(E). O tempo real t; para 0 acesso ao
elemento x é j na lista MF. A diferenca de potencial € o resultado das inversBes acrescentadas e destruidas, que foram vistas
anteriormente. Tem-se

a=j+(-1-p)-p-¢
=2(-1-p)—¢+1.

Pode-se lembrar que j — 1 — p € justamente 0 nimero de nés que, na configuracao inicial da demonstracdo, precedia x na lista
MF e também o precedia na lista H. Como x se encontrava na posicao k na lista H, pode-se garantir que j — 1 — p <k — 1. Entdo,

a<2(k-1)—eg+1=2k—¢-1

Observe que k € exatamente o tempo real da operagdo em H. Sendo @, =0 ¢ ®,, > 0, 0 somatorio do tempo real de todas as
operacdes é

Cop(s) =1,
= Zgj
i=1
Esse resultado, obtido para 0 método mover para =2C,(s) — E, (s) — ma frente, ndo e valido para 0 método de transposigao.
Um contraexemplo é uma tabela onde sdo inseridos n itens e depois, repetidamente, se acessa o Ultimo

elemento O(n) vezes. O custo do contraexemplo é O(n?), enquanto o correspondente ao método mover para a frente é igual a O(n),
para a mesma situagéo.



Igualmente, o resultado n&o vale para o metodo do contador de frequéncia. Um contraexemplo consiste em uma lista com n
itens. O primeiro deles é acessado n vezes, o0 segundo n — 1 vezes, e assim por diante. O método contador de frequéncia ndo
rearruma a lista. O seucusto é n+2(n—1) + ... + n+ 1 = O(n®). Enquanto isso, o custo do método mover paraa frenteé (n—1+n
2+, .+ 1)+ ({1 +2+...+n)=0(n?.

Conjuntos
Uma estrutura de dados de larga aplicacéo é aquela que suporta a execugdo de opera¢des normalmente realizadas em conjuntos.
Por exemplo, unir duas dessas estruturas em uma Unica, e assim por diante. Por isso mesmo, essa estrutura € denominada
conjunto. Sua implementacdo pode ser feita através de listas, assunto tratado no Capitulo 2.

Um caso particular dessa estrutura modela problemas em areas diversas como construcao de compiladores e problemas
combinatdrios. Trata-se do caso em que se esta lidando com uma cole¢éo de conjuntos disjuntos. Sobre essa colecdo, as seguintes
trés operacBes basicas sdo executadas. Supde-se que 0s elementos do conjunto pertencem a um universo de n elementos:

— Gerar, que cria um conjunto unitario {x} para cada elemento {x} do universo, sendo x também o nome do conjunto.

- Buscar(x), que determina o nome do conjunto ao qual o elemento x pertence.

- Fundir(a, b), que determina a unido dos conjuntos disjuntos, cujos nomes séo a e b. O resultado da fusdo é atribuido ao
primeiro desses conjuntos.

Dados n elementos, uma sequéncia de operagdes consta entdo de uma operagédo gerar e m operagdes buscar e fundir,
intercaladas de qualquer forma. Se a sequéncia contiver n— 1 opera¢6es fundir, a cole¢do original de conjuntos unitarios é
transformada em um s6 conjunto. Ao longo deste processo, a colecdo se constitui sempre em uma particdo do universo.

E evidente que é possivel criar os procedimentos mencionados a partir de operagdes tradicionais sobre a estrutura de dados
conjunto. A eficiéncia dos resultados, utilizando-se as implementacGes usuais, deixaria, entretanto, muito a desejar.

Uma ideia alternativa parte da premissa de que deve ser criado, de inicio, um conjunto para cada elemento existente no
universo do problema e que 0s conjuntos existentes no decorrer do desenvolvimento sdo sempre disjuntos. Sugere-se, entdo, que
sua representacdo na memoria defina uma estrutura independente para cada um desses conjuntos, como uma lista ou arvore. Uma
solucdo consiste em representar a estrutura através de um conjunto de &rvores, correspondendo cada arvore a um dos conjuntos
considerados. As arvores, por sua vez, sao constituidas de nés, cada um apontando seu pai na estrutura. Como sdo estruturas
distintas, é necessario manter a associa¢do entre o0 nome do conjunto e a arvore que o representa, o que pode ser realizado por um
no-cabecga. A operagao gerar cria essa estrutura. A Figura 8.3 apresenta a floresta criada pela operacao gerar para o universo {1,

2,3,4,5,6}.
1] | (25 | | <:gll 5 (5
Inicializagéo da estrutura.
fundir (1,3) 1 [[2 |[4
fundir (5,6) i é) é 2
fundir (1,5) _

fundir (1,4)

(b)



Operacgéao fundir.

A operacdo fundir(a, b) simplesmente redireciona o ponteiro do né-raiz da &rvore correspondente ao conjunto b, fazendo-o
apontar para o né-raiz do conjunto a. As Figuras 8.4(a) e 8.4(b) ilustram a sequéncia de algumas operacdes fundir. Pode-se notar
que o nome do conjunto resultante corresponde sempre ao nd-raiz da arvore.

Por fim, a operacédo buscar(x) € um simples percurso na arvore a partir do né x até a raiz.

Os algoritmos referentes as trés operagdes serdo vistos na se¢ao seguinte, onde sera entdo justificada a necessidade do no-
cabeca para cada uma das arvores da floresta.

Fusao por Tamanho

A execucdo de uma sequéncia de operagGes fundir — sendo o primeiro conjunto sempre um conjunto unitario e o segundo
conjunto, o resultado da operacao anterior — criard uma arvore degenerada, isto €, uma lista encadeada de comprimento de O(n).
Tal fato torna a complexidade da operacdo buscar também de O(n).

fundir (1,3)
fundir (2,4)
fundir (5,2)
fundir (6,5)
fundir (1,6)

(b)
Fusao sem e com critério de tamanho.

Devem-se entdo introduzir modificacdes no procedimento de forma a manter a arvore resultante balanceada, segundo o
conceito ja apresentado no Capitulo 5. Isto pode ser realizado conhecendo-se 0 nimero de nés de cada arvore e estabelecendo-se,
na operacao fundir, que a raiz da menor &rvore aponta para a raiz da maior, caso sejam de tamanhos distintos. Tal processo &
conhecido por fusdo por tamanho. A Figura 8.5(a) mostra o resultado de uma sequéncia de operagdes fundir sem a utilizacdo do
método, e a Figura 8.5(b) a mesma sequéncia utilizando a fusdo por tamanho. Observa-se que, no segundo caso, 0 nome da arvore
nem sempre corresponde a seu no-raiz.

O teorema a seguir prova que a arvore obtida por este método é balanceada.

Considere uma sequéncia sy, Sy, ..., S, de operacOes. A operacao s, € gerar e s,, ..., S, Sao operacdes fundir e buscar em
conjuntos disjuntos, empregando fusdo por tamanho. Seja x um n6 qualquer do universo considerado e T, a arvore que
armazena x. Apos a operacdo s, T, € uma arvore balanceada.

PROVA A prova consiste em mostrar que 2"7)~! <|T,|, onde |T,| € o nimero de elementos da arvore T,, e h sua altura. Nesse
caso, h(T,) = O(log |T,|), o que implica T, balanceada.

A prova dessa desigualdade é feita por inducéo.

Param =0, o teorema é valido; tem-se construida a floresta de n arvores, cada uma com um elemento.

>



Teorema 8.2.

Pela hipdtese da indugéo, antes da operagio s,, 0 teorema esta correto para todos os nds x. E preciso provar que é valido
apos Sy,

Se s, € buscar(x), ndo ha mudanca na estrutura e vale o teorema. Suponha que s,, € a operagao fundir(v, w). Sem perda de
generalidade, pode-se assumir que |T, | <|T,|. Nesse caso, o conjunto v ser ligado ao conjunto w, criando uma nova arvore T,

como é visto na Figura 8.6.
Claramente hy = max(1 + h(T,), h(T,))). Entdo, como antes da operacao s,, 0 teorema era valido para os nos v e w, tem-se

2h(M)-1 = 2max(L+h(T , h(T ))-1
VoW

= max (2n7,)1+, 20 )

< max (2[T,|, [Tu])-

Por outro lado, sabe-se que a operacdo fundir gera a arvore T tal que |T| = |T,| + |T,,|, e considerou-se |T,| <|T,|. Pode-se
concluir que

2T <[Tle|Ty <IT].
Consequentemente

201 < max(|T}, [T])

2001 < T,

Os algoritmos para as operacdes gerar, buscar e fundir sdo apresentados a seguir. Para a implementacédo da floresta que
representa a colecdo de conjuntos disjuntos séo considerados quatro vetores. Primeiramente, 0s vetores raiz e tam, referentes aos
conjuntos propriamente ditos, isto €, ao nd-cabeca das arvores; raiz[i] indica o n6-raiz da arvore correspondente ao conjunto de
nome i e tam[i], o numero de nés do conjunto. O vetor pai se refere aos elementos dos conjuntos; logo, aos nés das arvores. Ele
indica o pai de cada nd, exceto para a raiz, que possui pai = 0. O vetor nome indica, para 0 no-raiz da arvore, 0 nome do conjunto

correspondente. Supde-se que todos os nomes e elementos dos conjuntos considerados sejam pertencentes ao universo {1, ..., n}.

Algoritmo 8.1 Geracao da colecao de conjuntos

procedimento gerar
parai:=1,n faca
raiz[i] :=i; tam[i] :=1
pai[i] := 0; nome[i] ;=i

Algoritmo 8.2 Determinar o nome do conjunto ao qual x pertence

fungao buscar(x)
y =X
enquanto pai[y] # 0 faga
y := paily]
buscar := nome[y]

Algoritmo 8.3 Fusao de conjuntos

procedimento fundir(a, b)
ra:=raiz[a]; rb:=raiz[b]



sera=0ourb=0entdo

“erro: a ou b ndo sdo validos”
pare

seraZrb entéao

se tam[a] <tam [b] ent&o
temp :=ra; ra:=rb; rb:=temp
pai[rb] :=ra
nome[ra] :=a
tam[a] := tam[a] + tam[b]
raiz[a] :=ra; raiz[b] :=0

Compactacao de Caminhos

Na sec¢do anterior foi visto como € possivel melhorar o desempenho da operacéo fundir. Agora sera visto como a operacdo buscar
pode incorporar o conceito de autoajuste, de forma a tornd-la bem mais eficiente.

A operacdo buscar consiste em um percurso do caminho do n6 desejado até a raiz da arvore. A ideia basica para diminuir o
tempo de busca é compactar o caminho percorrido, de forma que as proximas buscas percorram um caminho menor. A
compactacdo é realizada durante o proprio procedimento de busca. Trés métodos diferentes podem ser empregados:

Compressao de caminhos

Fazer cada n6 do caminho apontar para a raiz da arvore.

Separacao de caminhos

Fazer cada n6 do caminho, exceto a raiz e seu filho, apontar para seu avo.

Divisao de caminhos

Fazer cada n6 de ordem impar na busca, exceto a raiz ou seu filho, apontar para o seu avé.
As Figuras 8.7(b), (c) e (d), respectivamente, ilustram as aplicacdes dos métodos descritos, apos a busca ao no a, da arvore da

Figura 8.7(a).

Os algoritmos para cada método de compactacéo sdo vistos a seguir. A implementacéo utiliza as mesmas estruturas de
armazenamento vistas nos algoritmos anteriores. Somente a operacao de busca deve ser modificada.

Algoritmo 8.4

fungao comp-buscar(x)

y =X
enquanto pai[y] # 0 faca
y := paily]
enquanto pai[x] #0 faga
z = pai[x]
pai[x] :=y
X:=1

comp-buscar := nome[y]

Compressao de caminhos



(c)

(d)

Critérios de compactacdo de caminhos.

Algoritmo 8.5 Separacao de caminhos

funcgéao sep-buscar(x)
y = pai[x]
sey=0entéo
retornar (nome[x])

z .= paily]

enquanto z #£0 faga
pai[x] :=z
X:=Yy,yi=z
z := paily]

sep-buscar := nome[y]

Algoritmo 8.6 Divisdo de caminhos

fungao div-buscar(x)
y := pai[x]
sey=0entéo
retornar (nome[x])

z ;= paily]

enquanto z # 0 faga
pai[x] :=z
X:=1z; y:=pai[x]

sey=0entéo

div-buscar := nome[x]



z .= paily]
div-buscar := nomel[y]

A Complexidade das Operacoes

Os algoritmos descritos para fusdo por tamanho e compressdo de caminhos ndo apresentam quaisquer dificuldades. Contudo, a sua
analise é bem mais dificil e foge ao escopo deste livro. Dir-se-a apenas que, para uma sequéncia de n — 1 operacdes fundir e m
operacdes buscar intercaladas, foi provado que a complexidade é O(n + ma(m + n, n)).
Para compreender esse resultado, é necessario inicialmente conhecer a fungdo de Ackerman A e seu inverso o. As defini¢oes
séo:
2¢ p=lLg=1
Alp,q) =1A(p—1,2) p=24q=1
Alp— L Alp,g—1)) p=2,4g=2

a(m, #) = minjp = I|,4(p. Ll nl) > log n}, m = .

E fécil observar que a fungdo A tem o crescimento muito rapido. Por exemplo:
A(2,1)= A(1,2) =2’

A2, %) = AL AR, x — 1) =274 = 22

{x+1)vezes

A fung@o a satisfaz a(m, n) <4 para todos os efeitos praticos (Exercicio 8.13). Ou seja, a complexidade O(n + ma(m + n, n)),
embora ndo seja linear, se comporta como tal para os valores praticos de m, n. Observe que A(4, 1) = A(2, 16), isto é, 17
sucessivas poténcias de 2. Entdo, para m = n, na expressdo de a(m, n), pode-se aproximar o valor de p para 4, pois A(4, 1) é maior
do que qualquer valor log n proveniente de alguma aplicacéo.

Arvores de Difusao
Conforme ja foi mencionado em capitulos anteriores, o bom funcionamento de uma estrutura de dados em forma de arvore binaria
depende, essencialmente, da eficiéncia com que o problema de busca pode ser resolvido. De um modo geral, uma busca € tanto
mais eficiente quanto mais préxima da raiz da arvore estiver o n6 contendo a chave procurada. Supondo-se que a probabilidade de
busca seja idéntica para todas as chaves, uma primeira ideia seria iniciar o processo a partir de uma arvore completa. Isto
corresponderia a O(log n) passos para alcangar um no6 desejado, no pior caso, para uma arvore com n nds. Contudo, apds um certo
ntmero de inclusdes ou exclusdes a estrutura pode se transformar em uma arvore de formato ineficiente para a busca. Um caso
extremo seria a transformacéo da arvore completa em uma arvore zigue-zague, isto é, uma arvore binaria em que cada no, exceto
uma folha, possui exatamente um filho. Nesse caso, a busca pode atingir O(n) passos.

Para resolver essa questdo, uma solucdo ja estudada seria a utilizagdo de arvores balanceadas. Nestas, a altura permanece
limitada por O(log n) ao longo de todo o processo.

Para que essa caracteristica seja mantida, utilizam-se operac@es de restabelecimento toda vez que a arvore se afasta de certos
padrdes de balanceamento preestabelecidos. Essa perda de padrées seria o efeito da realizacdo de um certo numero de inclusdes
ou exclusdes. A manutencao do balanceamento normalmente implica a necessidade de se armazenarem informacdes adicionais,
além daquelas necessarias a representacéo da arvore e das chaves. Ressalte-se, contudo, que esse acréscimo de espago utilizado
pode ndo ser muito significativo. Apenas 1 bit por chave, no caso das arvores rubro-negras, por exemplo.

Uma alternativa consiste em utilizar arvores binarias autoajustaveis. Nessas estruturas ndo existem padrdes de balanceamento
preestabelecidos. A ideia é efetuar operacgdes de ajuste ap6s cada inclusao ou exclusdo. Uma precondicdo natural € que essas
operagOes sejam mais simples do que as de restabelecimento utilizadas nas arvores balanceadas. Caso contrario, ndo haveria
sentido em aplicar arvores autoajustaveis. Uma vantagem importante em varias aplicacdes é que as operacOes de ajuste dispensam
0 armazenamento de informacdes adicionais de balanceamento, pois ndo hé padrbes a serem satisfeitos.



A arvore autoajustavel que sera estudada a seguir é a arvore de difusdo. Essas estruturas ndo garantem, necessariamente, um
pior caso de O(log n) para acessar algum né desejado. Contudo, elas asseguram complexidade amortizada de O(log n), no pior
caso. Para alcancar esse objetivo, empregam operacdes de ajuste, apos cada acesso a algum nd procurado. Essas operacgdes se
processam ao longo do caminho da raiz até esse no.

Operacoes de Difusao

Uma arvore de difusdo € uma arvore binaria de busca T que emprega certas operagdes, denominadas operacgdes de difusdo, com a
finalidade de ajusta-las automaticamente. Essas operac@es se iniciam em um certo nd q e se propagam até a raiz r de T, através do
caminho de g a r. A operacdo relativa a g denomina-se difusdo de g e emprega as rotacGes das arvores AVL descritas na Secdo
5.3.2. A difusdo do né q depende da posicao de q em relacdo a seu pai e avo e implica a realizagdo de até duas rotacGes. Os passos
para efetuar a difusdo do n6 g numa arvore de raiz r, bem como o funcionamento de uma arvore de difusdo, sdo detalhados a
sequir.

Caso 1:q=r

Nada a efetuar.

Caso 2: qéfilhodev=r

Caso 2.1: g e filho esquerdo
Efetuar rotacdo direita em v (Figura 8.8(a)).

Caso 2.2: g € filho direito
Efetuar rotacdo esquerda em v (Figura 8.8(b)).
Caso 3: qéfilho de v# r (seja z 0 pai de v)

Caso 3.1: g, v sdo ambos filhos esquerdos
Efetuar rotacdo direita em z e, em seguida, em v (Figura 8.8(c)).

Caso 3.2: g, v sdo ambos filhos direitos
Efetuar rotacdo esquerda em z e, em seguida, em v (Figura 8.8(d)).

Caso 3.3: g € filho direito e v esquerdo
Efetuar rotacdo dupla esquerda em z (Figura 8.8(e)).

Caso 3.4: g e filho esquerdo e v direito
Efetuar rotacdo dupla direita em z (Figura 8.8(f)).
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FIGURA 8.8 Difusdo de um né.

FIGURA 8.9 Difusdo completa de um no.

Conforme pode ser observado, um efeito da difusdo do nd q é aproxima-lo da raiz da arvore. De fato, ap6s a difusdo, a
distancia de g até a raiz se reduziu em duas unidades; caso contrario, q se tornou ou ja era a raiz de T. No primeiro caso, a ideia
seria repetir a difusdo de ¢, na nova arvore obtida, e assim por diante. Assim sendo, define-se a difusdo completa de g como a
seguinte operacao:



enquanto q # r efetuar
difusdo do nd q

As arvores de difusdo empregam essas operacdes em seu funcionamento da seguinte maneira.
(1) Apos acessar 0 no q solicitado — efetuar difusdo completa de q.
(i) Apos incluir um novo n6 q — efetuar difusdo completa de g.
(iii) Apos excluir o n6 q solicitado — efetuar difusdo completa do nd que era o pai de g (se existir).
O exemplo da Figura 8.9 ilustra a difusdo completa do né 3 da &rvore apresentada na Figura 8.9(a). Foram necessérias trés
difusdes simples para formar a difusdo completa do né 3, dando origem as arvores das Figuras 8.9(b), 8.9(c) e 8.9(d),
respectivamente.

Complexidade das Operacoes de Difusao

Nesta secao sera examinada a complexidade amortizada das operacdes de difusdo. O objetivo é determinar o tempo total
necessario para efetuar uma sequéncia de operac@es no seu pior caso. Dentre os métodos conhecidos para o estudo da
complexidade amortizada sera utilizada a visdo do fisico, descrita na Segéo 8.2.

Considere o caso das arvores de difusdo. Deve-se, de inicio, definir a fun¢do potencial que sera empregada. Associe a cada nd
v da arvore um peso positivo w(v). O valor desse peso € arbitrario, podendo ser escolhido de acordo com a conveniéncia. Contudo,
ele é fixo, ndo se alterando apds a escolha realizada. Define-se a quantidade W(v) como a soma dos pesos dos nés na subarvore de
raiz v. Igualmente, o posto de v, representado por p(v), é definido como p(v) = log W(v). Finalmente, o potencial da arvore é a
soma dos postos de todos 0s seus nos.

O teorema seguinte fornece um limite superior para o tempo amortizado necessario para efetuar uma operacéo de difuséo
completa. Para avaliar o tempo de uma operacao de difusdo, utiliza-se como medida o nimero de rotacGes efetuadas.

O tempo amortizado para uma difusdo completa de um n6 g em uma arvore de raiz r €, no maximo,

1+3[p(r) - p(a)].

PROVA Seja a i-ésima operacao da sequéncia, 1 <i<m. Sejam ®;, W, e p;, respectivamente, as fun¢bes potencial, soma dos
pesos e posto apos a realizacdo da i-ésima operacao. Sejam v o pai de g, e z 0 pai de v, se existirem. Examinando o
detalhamento da operacdo de difusdo, distinguem-se 0s seguintes casos.
Caso 1l:q=r
Nenhuma rotacdo € efetuada e a complexidade amortizada € nula.
Caso 2:v=r

Exatamente uma rotacéo € efetuada. Para determinar a expressao dos potenciais da arvore, antes e apos a realizacdo da
operacdo, observe que apenas os postos de g e r se alteram. Os postos dos demais vértices permanecem 0s mesmos. Como o
potencial é a soma de todos os postos, conclui-se que ®; — ®@; , = p;i(r) + pi(q) — pi_i(r) — pi-,(q). Como a rotagcdo consome uma
unidade de tempo, o tempo efetivo da i-ésima operacdo é t; = 1. Portanto, a complexidade amortizada da operacéo é

a; =1+ pi(v) + pi(q) — pi-s(v) — pii(Q).

Examinando-se as Figuras 8.8(a) e 8.8(b), conclui-se que p;_;(v) > pi(v). Logo,

a; <1+ pi(@) - pia(a)-

Da mesma forma, p;(q) > p;_,(q). Portanto,

a; < 1+3[pi(a) - pii(a)].



Caso 3:g#rev+r, sendo g e v ambos filhos esquerdos ou direitos.
Sédo efetuadas duas rotacdes, correspondentes ao Caso 3.1 ou 3.2 da operacgéo de ajuste. Os nos (, v e z Sdo 0s Unicos cujos
postos podem sofrer alteracdo com a realizacdo da operacdo. Entéo,

a; =2+ pi(2) + pi(v) + pi(a) — Pi1(2) — Pt (V) — i1 (Q).

Observando as Figuras 8.8(c) e 8.8(d), conclui-se que pi(q) = pi_, (2). Portanto,

& =2+ pi(2) + pi(v) = pia(V) — Pia(0)-
Além disso, pi(q) = pi(v) e pi-1(V) = pi-1(0). Logo,
a; <2+ pi(2) + pi(a) — 2p;i-1(0).

Por outro lado, verifica-se que
W.(z)

W.(q)

P (g)+ p(z)—2p(q) =log “‘;'(Ef)) + log

Observe que a funcédo logaritmo tem a seguinte propriedade: se a,b>0e a+ b<1, entdo loga + logb <-2, onde o
maximo ocorre com a = b = 1/2 (Exercicio 8.14). Portanto, como todos 0s pesos sdo positivos e W;_, (q) + W; (z) <W; (),
conclui-se que Wi, (@Q)/W; (q) + W; (2)/W; (g) < 1.

Isto é, pelo valor maximo da soma dos logaritmos, tem-se que

pi-1(a) + pi(2) - 2pi(a) <-2.
Multiplicando-se a ultima desigualdade por —1 e somando-se aquela de a;, conclui-se que
a <3 [pi (@) - pi(9)]-

Caso 4: q+v,v+#reumdentre g, v é filho esquerdo e outro filho direito.
Esse caso corresponde as situagdes 3.3 e 3.4 da operacio de ajuste. E efetuada uma rotacdo dupla, o que corresponde a
duas simples. Em analogia ao caso anterior, o tempo amortizado é

a; =2+ pi(2) + pi(v) + pi(@) — Pi-1(2) — Pii (V) — pii(Q).
Como pi(q) = pi-1(2) e pi-1(a) < i1 (v),
a; <2+ pi(2) + pi(v) - 2p;i-1(0).

Considerando-se a expressao
Wiz, W)
;;]{z) + ‘(JJ.(IJ) - 2]){.((]} = Itlgm + |(Jg W/(q):

observando-se que W;(v) + W;(z) < W;(q) e aplicando-se técnica similar ao caso anterior, conclui-se que
pi(2) + pi(v) - 2pi(@) <2
0 que implica

a; < 2 [pi(a) — pi-1 ()]



O passo seguinte consiste em determinar o valor da complexidade amortizada total. Observando-se que o Caso 2 s6 pode
ocorrer uma vez na sequéncia de operagdes de difusdo, conclui-se que a complexidade amortizada total é:
Sa=1+4330p() — p (@1 =1+30p,(q) — p,(q)]

i=1

ou
D =1+30p(r) — pg)].

Esse teorema € valido quaisquer que sejam 0s pesos positivos. De fato, a utilizacdo dos pesos é parte da analise e ndo da
implementacdo, isto €, os algoritmos dispensam o uso desses parametros. Contudo, através da escolha apropriada de seus valores é
possivel obter resultados diversos relativos a eficiéncia das arvores de difusdo. Por exemplo, o Teorema 8.4 assegura que o tempo
amortizado (médio) para efetuar uma busca, inclusdo ou exclusdo em uma arvore de difusdo é O(log n).

O tempo total necessario para se efetuar uma sequéncia de m operac@es de busca, inclusdo ou exclusdo em uma arvore de
difusdo, inicialmente vazia, € O(m log n), onde n € o nimero de inclusdes realizadas.

PROVA O Teorema 8.3 sera utilizado na demonstracéo. Escolhem-se 0s pesos individuais de cada nd da seguinte maneira. Cada
no v da arvore possui peso w(v) = 1. Assim, 0 < p(v) < [ log n] . O Teorema 8.3 assegura que o tempo amortizado para cada
operacdo de difusdo é limitado por 1 + 3 [ log n] . Observe que a difusdo completa de um né implica percorrer o caminho
desse n6 até a raiz. O tempo associado a cada operagao de busca, inser¢do e remocao é proporcional ao comprimento desse
caminho. Logo, o tempo total consumido por todas as operacdes de busca, inser¢ao e remog¢do ndo pode ser maior do que 0
tempo total amortizado correspondente as operagdes de difusdo. Este tltimo é O(m log n).

Através da escolha conveniente de valores para 0s pesos, € possivel ainda provar que as arvores de difusdo sdo tao eficientes
quanto as arvores 6timas de busca no sentido estéatico, isto é, quando apenas acessos sdo efetuados (Exercicio 8.22). Esse tltimo
resultado é valido para sequéncias de acessos suficientemente longas e desprezando-se constantes aditivas ou multiplicacfes na
determinacdo do tempo total de acesso. Além disso, ha uma conjectura, segundo a qual as arvores de difusdo seriam tdo eficientes
quanto qualquer outra forma de arvores binarias de busca, dinamicamente atualizadas, para uma sequéncia suficientemente longa
de acessos.

Finalmente, deve-se ressaltar uma caracteristica importante das arvores de difusdo no seu aspecto pratico: a estrutura de dados
correspondente a essas arvores coincide, exatamente, com a das arvores binarias de busca. A técnica de armazenamento € a
mesma nos dois casos, e as arvores de difusdo dispensam a utilizacdo de qualquer informacao adicional. A diferenca reside tdo
somente na manipulagéo das estruturas.

Exercicios

8.1 Responder se é certo ou errado:
Suponha um algoritmo que executa uma sequéncia de operacdes idénticas. Seja O(f) a complexidade de pior caso de uma
operacdo. Suponha que a complexidade amortizada, ao longo das operacdes, seja também igual a O(f). Entdo o algoritmo €
6timo.

8.2 Seja C um contador binario composto de n bits, todos inicialmente iguais a 0. C sera incrementado do valor 1 um
total de m vezes. Supondo-se que a complexidade do algoritmo de incremento unitario seja igual ao nimero de bits de C
que foram alterados pela operacéo, pede-se:

M Determinar a complexidade de pior caso da operacdo de incremento.

(i) Determinar a complexidade amortizada ao longo da sequéncia de m incrementos.
8.3 Repetir o0 exercicio anterior supondo que o valor inicial do contador seja um ndmero binario composto por k bits,

onde m = Q(k).



(i)
(i)

(iv)

(i)
(i)

(i)
(i)

8.4 Seja uma lista linear composta dos elementos a b ¢ d e f g. Suponha a seguinte sequéncia de acesso a lista: gfd fb f
f d c. Determinar a configuracdo final da lista, segundo a utilizacdo dos seguintes métodos de ajuste.
Mover para a frente.
Transposicao.
(iii) Contador de frequéncia.
Mover para a frente d/2J , onde d é a distancia de cada n6 ao inicio da lista.
8.5 Responder se € certo ou errado:
O tempo total consumido por m acessos a uma lista realizados segundo qualquer método admissivel € sempre menor ou
igual ao correspondente a um método ndo admissivel.
8.6 Responder se é certo ou errado:
O Teorema 8.1 leva a concluséo de que o método mover para a frente € o melhor método de autoajuste para listas lineares.
8.7 Suponha uma floresta criada pela operacao gerar, para o conjunto {1, 2, 3, 4, 5}. Determinar a floresta obtida ap0ds a
realizacdo das seguintes operacées: fundir(1, 3), fundir(2, 5), fundir(3, 4), supondo que a operacédo fundir seja realizada
sem critério de tamanho.
com critério de tamanho.

«8.8 A operagdo de fusdo por tamanho de altura é uma operacdo de fusdo em que a raiz da arvore de altura menor passa a
apontar para a raiz da maior, caso as alturas sejam desiguais. Estudar o método de fusdo por tamanho de altura. Comparar
0 seu desempenho com a fusdo realizada sem critério de tamanho e com critério de tamanho da arvore (nUmero de nos).

8.9 Suponha uma arvore binaria com nos a, ..., ag, sendo a; pai de a;,;, 1 <i < 6. Seja uma busca realizada a folha a.
Determinar a arvore resultante da aplicacdo da compactacdo de caminhos, supondo o método realizado através das
seguintes técnicas:

Compresséo de caminhos.
Separagédo de caminhos.
(iii) Divisdo de caminhos.

8.10 Provar ou dar contraexemplo:

Seja T uma arvore representando um conjunto pertencente a uma colecéo de conjuntos disjuntos, T’ e T” as arvores obtidas
de T mediante a aplicacdo dos métodos de compressdo e separacdo de caminhos, respectivamente, ap6s uma sequéncia de
buscas a nds de T. Entéo, a altura de 7" é necessariamente menor do que ade 7.

°8.11 Responder se é certo ou errado:

A fung@o w(m, n) é o inverso funcional da fungdo de Ackerman, no sentido matematico.

8.12 Mostrar que, para n fixo e m crescente, o inverso da funcdo de Ackerman é monotonicamente decrescente.

8.13 Detalhar os argumentos para justificar por que o(m, n) < 4 para valores praticos de m, n.

8.14 Demonstrar a seguinte propriedade de logaritmos, utilizada na prova do Teorema 8.3:
“Sea,b>0ea+b<1,entdologa+logh<-2"

Além disso, 0 méximo dessa fungéo ocorre quando a=b = 1/2.

8.15 Construir a arvore bindria resultante da difusdo completa do né 6 da arvore da Figura 8.9(d).

8.16 Seja S = {s,, ..., S.}, > 2, um conjunto de chaves, sendo o valor de s; menor do que o de s;,4, i <n. Seja T uma
arvore binaria de busca completa para S. Determinar uma sequéncia de inclusdes e remocdes de chaves de S que, a partir
de T, a transforme em uma arvore zigue-zague.
°8.17 Repetir 0 exercicio anterior supondo que a arvore binaria seja autoajustavel. Justificar a possibilidade ou néo.
°8.18 Seja k > 0 um inteiro e T,, T, duas arvores binarias de busca construidas sobre um mesmo conjunto de chaves S, |S| >
2. Suponha que T, seja uma arvore completa e T, zigue-zague. Determinar uma sequéncia de insercdes e remocoes de
chaves de S tal que transforme T, em T, com a restri¢cdo de que, a cada instante, a rvore de busca possua, pelo menos, k
chaves.

*8.19 Seja k > 0 um inteiro e T,, T, duas arvores bindrias de busca construidas sobre um mesmo conjunto de chaves S, |S| >
2. Suponha que T, seja uma arvore zigue-zague e T, balanceada. Determinar uma sequéncia de inser¢des e remogdes de
chaves de S empregando o autoajuste das arvores de difusdo, com a restri¢do de que, a cada instante, a arvore de busca
possua, pelo menos, k chaves.

+8.20 Uma arvore de rotacao simples é aquela em que, apds cada acesso a um no q, efetua-se uma rotacéo, esquerda ou
direita, do pai de q(se g néo for a raiz), conforme q seja filho direito ou esquerdo, respectivamente. Mostrar que a
complexidade amortizada para 0 acesso a uma sequéncia de n n6s, em uma arvore desse tipo, € O(n) por acesso, no pior
caso.



«8.21 Uma arvore de rotacdo completa € aquela em que, apds cada acesso a um né g, efetua-se uma rotacao do pai de g,
conforme o exercicio anterior, repetindo-se a operacao até que g se torne a raiz da arvore. Mostrar que, nesse caso, a
complexidade amortizada para o0 acesso a uma sequéncia de n nds também é O(n), no pior caso.

+8.22 Mostrar que as arvores de difusdo sdo tdo eficientes, dentro de fatores constantes, quanto arvores bindrias de busca
Otimas, considerando somente operacGes de acesso em numero suficientemente grande (sem inclusdes nem exclusoes).

Notas Bibliograficas

O método de andlise amortizada j& foi utilizado no livro de Aho, Hopcroft e Ullman [Ah74]. Dentre os trabalhos fundamentais, no tema, diversos séo
devidos a Tarjan. Por exemplo, o livro [Ta83], o artigo [Ta75] sobre unido de conjuntos e o trabalho [SI85] sobre arvores de difusdo, em coautoria
com Sleator. [Ta85] é um trabalho abrangente sobre complexidade amortizada. Analises de métodos de autoajuste para listas foram realizadas por
Sleator e Tarjan [SI85a], e Bentley e McGeoch [Be85a]. O trabalho pioneiro sobre unido de conjuntos é [Ta75]. Entretanto, Galler e Fischer, em
1964, ja haviam projetado uma estrutura e algoritmos eficientes para a manipulagédo de conjuntos disjuntos. Um importante caso particular desse
problema, o qual admite um algoritmo linear, foi tratado por Gabow e Tarjan [Ga85]. O artigo fundamental sobre arvores de difuséo é o de Sleator e
Tarjan [SI85]. Allen e Munro [AI78] é uma referéncia para os Exercicios 8.19 e 8.20.



Capitulo 9

Listas de Prioridades Avancadas

Introducao

Neste capitulo serdo abordadas algumas generalizaces dos heaps estudados no Capitulo 6. Neste Gltimo, a suposicéo bésica foi
que a cada dado era atribuido um valor numérico, denominado prioridade, em relacdo ao qual eram realizadas algumas operacdes.
As operagdes consideradas foram as de insercédo, remocao do elemento de maior prioridade, além da construcéo do heap.
Essencialmente, estas sdo algumas das principais operagdes relativas as listas de prioridades. Conforme foi observado no Capitulo
6, 0s heaps permitem efetuar essas operacgdes de forma eficiente. Para um heap com n elementos, a selecdo do elemento de maior
prioridade pode ser completada em tempo O(1), a insergéo e a mencionada remogéo em tempo O(log n), enquanto a construcéo
requer O(n).

No decorrer do estudo das estruturas autoajustaveis, realizado no Capitulo 8, foi também examinada uma operacgéo adicional, a
operacdo da fusdo. Essa operacdo corresponde a unir os elementos de duas estruturas em uma Unica. Ela se constitui em uma
operacdo fundamental para diversas aplicagdes. Por outro lado, operac6es como remocgéo de um elemento qualquer desejado e o
aumento de prioridade de um né sdo igualmente importantes. Assim sendo, surgiu a necessidade de se desenvolver estruturas que
fossem capazes de realizar todas as operag¢6es abordadas no Capitulo 6, aqui mencionadas, bem como as operacgdes de fusdo e
remocao de qualquer elemento, de maneira eficiente. Este é precisamente o0 objeto do estudo do presente capitulo.

Nas sec¢des subsequentes examinam-se estruturas de dados para realizar as operagdes citadas. Essas estruturas constituem
generalizagOes dos heaps estudados no Capitulo 6. Elas permitem efetuar a operagdo de fusdo com a mesma complexidade das
operacdes basicas do Capitulo 6, ou seja, O(log n).

O estudo ¢ iniciado pelos m-heaps, abordado na Secdo 9.2. Estes constituem uma extensao dos heaps tradicionais,
substituindo-se a arvore binaria por uma m-aria. Ao contrario das outras estruturas abordadas neste capitulo, 0s m-heaps néo estédo
relacionados com as novas operacGes acima mencionadas. Eles aqui foram incluidos meramente como uma generalizacdo natural
dos heaps.

A Secdo 9.3 é dedicada ao estudo dos heaps esquerdistas. Estas estruturas constituem uma relaxacéo dos heaps tradicionais,
quando a obrigatoriedade de se manter a estrutura como uma arvore binaria completa ndo é mais mantida. Os heaps esquerdistas
permitem efetuar as operagdes de fusdo, insercéo e remog¢édo do elemento de maior prioridade em tempo O(log n).

Na Secdo 9.4 sdo estudados os heaps binomiais, 0s quais também relaxam a exigéncia de manutencao das arvores como
arvores binarias completas. Os heaps binomiais apresentam propriedades interessantes, do ponto de vista combinat6rio. Em
relacdo a eficiéncia da realizagdo das operagdes bésicas, 0s heaps binomiais sdo capazes de efetuar a operagéo de insercdo em
tempo esperado constante. Os heaps binomiais sustentam as mesmas trés operacfes acima, na mesma complexidade O(log n).
Contudo, a fuséo e a inser¢do podem ser efetuadas em tempo amortizado O(1).

Na Secdo 9.5 sdo apresentados 0s heaps de Fibonacci, os quais constituem uma generalizacdo dos heaps binomiais. Eles
permitem efetuar as operagOes de fusdo, insercdo, remoc¢édo de um n6 qualquer e aumento de prioridade. Os heaps de Fibonacci séo
bastante eficientes no que diz respeito & complexidade amortizada. Assim, as operacOes de fusdo, insercdo e aumento de
prioridade podem ser realizadas em tempo amortizado O(1). Mas a remogé&o requer tempo amortizado O(log n), de acordo com 0s
algoritmos apresentados.

Finalmente, na Secédo 9.6 sdo abordadas outras generalizagcdes dos heaps tradicionais, como os heaps distorcidos e heaps
relaxados. De certa forma, o seu estudo esta relacionado ao de estruturas autoajustaveis, abordado no capitulo anterior.



m-Heaps

De acordo com o Capitulo 6, um heap corresponde a uma &rvore binaria completa, onde todos o0s n6s de seu Gltimo nivel
encontram-se em posi¢des mais a esquerda possivel. Por outro lado, de acordo com o Capitulo 3, uma &rvore m-aria é uma
generalizacédo de arvore binéria, onde cada no possui até m > 2 filhos, em vez de até 2 filhos. Um m-heap combina esses dois
conceitos. Assim sendo, um m-heap corresponde a uma arvore m-aria completa, onde todos 0s nos de seu Gltimo nivel se
encontram em posi¢Oes mais a esquerda possivel. De acordo com esta notacdo, um 2-heap é simplesmente um heap.

Os demais conceitos empregados no estudo dos heaps se estendem, de forma natural, para m-heaps. Assim, a cada né de um
m-heap esta associado um valor, denominado prioridade. Em um m-heap, a prioridade de um certo n6 é sempre maior ou igual a
prioridade de seus filhos. A Figura 9.1 ilustra um 3-heap, onde os valores numéricos assinalados correspondem as prioridades dos
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nos.

Os algoritmos de manipulacdo de m-heaps constituem generalizagGes diretas dos algoritmos para heaps, descritos no Capitulo
6. Desta forma, podem ser desenvolvidos algoritmos de subida e descida em m-heaps, que correspondem ao aumento € a
diminuicéo de prioridade de um nd, respectivamente. De maneira similar aos heaps, esses algoritmos serdo empregados nas
operacg0es de inser¢do e remogdo do nd de maior prioridade, respectivamente.

Em relacdo a complexidade dos algoritmos, observe-se, inicialmente, que a altura de uma arvore completa m-aria com n nos é
igual a O(log,, n). Dessa maneira, a complexidade do algoritmo de subida em um m-heap é O(log,, n). Por outro lado, no algoritmo
de descida, para cada n6 x do caminho de descida é necessario escolher qual filho de x o sucedera no caminho, para que a
diminuicao da prioridade seja corretamente efetuada. Esta escolha pode exigir que se determine qual filho de x possui maior
prioridade. Em geral, sua determinacdo € realizada pelo método mais simples, que requer m — 1 comparacgdes. Consequentemente,
a complexidade dos algoritmos de descida em um m-heap € O(m log,, n). A partir dai, podem ser facilmente derivadas as
complexidades dos algoritmos de inser¢do, remog¢&o do n6 de maior prioridade e construcéo.

Heaps Esquerdistas
Nesta secao serdo estudados os heaps esquerdistas. A importancia desta estrutura reside no fato de que ela permite realizar da
forma eficiente a operacédo da fusdo, além das operacdes efetuadas por um heap tradicional, conforme descrito no Capitulo 6.
Recorda-se que um heap corresponde a um conjunto de valores numéricos, denominados prioridades, que estdo associados aos
nos da estrutura T, satisfazendo duas condicdes:

(1) SevéopaidewemT,a prioridade de v é maior ou igual a de w.
(2) T éuma arvore binaria completa, em que todos 0s nos do seu Gltimo nivel se encontram mais a esquerda possivel.

As duas condicdes acima sdo de natureza diferente, a primeira € denominada condicéo de ordenacao e a segunda é a condi¢do
estrutural. Os heaps esquerdistas serdo definidos mediante uma modificagdo desta Gltima condicéo.

Seja T uma arvore binaria e vum né de T. Denomina-se comprimento de caminho curto de v, denotado por CC (v), ao nimero
de nds do caminho de v até o seu descendente mais proximo que possua menos do que 2 filhos. Por convencao, se T € uma arvore



vazia, a raiz de T possui comprimento do caminho curto igual a zero. Se qualquer das subarvores de v, esquerda ou direita, for
vazia, entdo CC (v) = 1; caso contrério, o valor CC(v) pode ser obtido adicionando-se uma unidade ao menor dentre 0s
comprimentos de caminho curto de seus filhos.

As Figuras 9.2(a), 9.2(b) e 9.2(c) ilustram &rvores binarias com os comprimentos de caminho curto calculados.

Diz-se que um no v € esquerdista quando o comprimento de caminho curto da raiz de sua subarvore esquerda for maior ou
igual ao da raiz da subarvore direita. Uma arvore binaria é esquerdista quando todos os seus nos o forem. No exemplo
mencionado, a arvore da Figura 9.2(a) é esquerdista, enquanto aquelas das Figuras 9.2(b) e 9.2(c) ndo o séo, pois 0s nés
assinalados com (*) ndo séo esquerdistas.

@ ) i©)

Comprimentos de caminho curto.

Um heap esquerdista.

Um heap esquerdista consiste em uma arvore T, cujos nds estao associados a valores numéricos denominados prioridades,
satisfazendo a mesma condicdo de ordenagdo (1), j& vista, porem com a condigdo estrutural modificada como se segue:

(2") T é uma arvore binaria esquerdista.

A Figura 9.3 apresenta um heap esquerdista, obtido mediante a atribui¢do de prioridades aos nés da arvore da Figura 9.2(a), de
modo a que satisfaga também a condi¢do de ordenacao (1), além da condigao estrutural (2").

Observe que um heap esquerdista ndo corresponde necessariamente a uma arvore balanceada. Com efeito, a arvore pode ser
altamente ndo balanceada, pois uma arvore binaria em que cada né ndo folha possui somente um filho, o esquerdo, € um heap
esquerdista.

Os heaps esquerdistas, ao contrario dos heaps tradicionais do Capitulo 6, permitem efetuar a operacédo da fusdo de maneira
eficiente. Sejam T’, T” dois heaps esquerdistas. Em seguida, sdo detalhados os passos para a operagdo de fusdo dessas arvores. O
objetivo é fundir os heaps esquerdistas T’, T” em um tnico heap esquerdista. O resultado da fusdo sera atribuido ao heap, dentre
T', T", cuja raiz possui a maior prioridade.

A solucdo é recursiva. Sem perda de generalidade, supde-se que a prioridade da raiz de T’ seja maior ou igual ade T". O
processo de fusdo de T', T” consiste na realizagdo dos seguintes passos.

Passo 1: Em T, substituir a subarvore direita da raiz, 7+, pela fusdo de To((r(T’)) com T".



Passo 2: Seja T* a arvore resultante do passo anterior. Se CC (r(T*)) > CC (r(Tg)), entdo trocar a subarvore esquerda
de r(T*) pela direita.

Ao final dos Passos 1 e 2, T' contém a fusdo de T', T".

Para executar o Passo 1 é necessario efetuar a fusdo de T’ (r(T")) com T". Essa operagéo € realizada de forma recursiva,
aplicando o presente método. Para tal, observar que a fusdo de dois heaps T,, T,, sendo T, vazio, é igual a T,. O Algoritmo 9.1
detalha o procedimento.

Como exemplo, considere a fuséo dos heaps T’, T", da Figura 9.4. Para executar o Passo 1, efetua-se a fuséo de T'(r(T")), que
na Figura 9.4(a) possui raiz 35, com T’, de forma recursiva. Como a prioridade de r(T’) > r(T") ¢ a subarvore direita de raiz 35 de
T" é vazia, o resultado da aplica¢do do Passo 1 para a fusdo T'(r(T")), T" é a arvore da Figura 9.5(a). Para completar esta ultima
fusdo, aplica-se o0 Passo 2. Nesse caso, o comprimento de caminho curto do n6 28 € igual a 1, enquanto que o do n6 33 é igual a 2.
Ent&o h& necessidade de trocar, entre si, as subarvores da raiz, obtendo, finalmente, o resultado da fuséo T'(r(T")), T", na Figura

@T (b) T*

Exemplo para a fuséo.

Fusao de rurn .

Finalmente, efetua-se a substitui¢do, no heap T', da subarvore T'(r(T")), de raiz 35, pelo resultado da fusdo de T'(r(T")), T".
Nesse caso, ndo ha necessidade de se efetuar as trocas de posi¢do das subarvores da raiz, conforme o Passo 2. O resultado final
esta ilustrado na Figura 9.6.

O teorema seguinte assegura a correcdo do método descrito.

Sejam T', T” heaps esquerdistas. Entdo a aplicagdo dos Passos 1, 2, acima, produz um heap esquerdista que constroi a fusdo de
T, T".

PROVA A prova é por inducdo na soma |T'| + [T"|, dos tamanhos de T’, T”. Se um dos heaps T’ ou T” é vazio, ndo ha o que
provar. Caso contrario, sem perda de generalidade, supde-se que a prioridade da raiz de T’ é maior ou igual a da raiz do T".
Pela hipotese de indugdo, os Passos 1 e 2 efetuam, corretamente, a fusdo dos heaps esquerdistas com tamanho total menor que
[T’| +|T"|. Entdo, durante o Passo 1, o algoritmo efetuou corretamente a fusdo dos heaps esquerdistas T’ (r(T")), T". Seja T"" o



resultado desta fusdo. Pela hipotese de inducéo, sabe-se que T’ ¢ um heap esquerdista. Ao término do Passo 1, todos os nds de
T" foram incorporados a T"". Como T"’ ¢ um heap esquerdista, todos os seus nds sdo esquerdistas. De forma similar, os nds da
subéarvore T’ (r(T’)) ndo foram manipulados no processo e, portanto, permanecem esquerdistas. Resta, portanto, verificar
apenas a situacdo da raiz da nova arvore T'. Se esta nao for esquerdista, basta trocar de posic¢do as suas subarvores, esquerda e
direita. Portanto, a condicéo estrutural de T’, para se constituir em um heap esquerdista, se verifica. E imediato estabelecer que
a condicédo de ordenacdo também se verifica. Entdo, o método esta correto.

Resultado de fusdo T', T".

O algoritmo, abaixo, descreve o processo. Os heaps dados correspondem as estruturas T', T”, respectivamente. A notagdo T’ &
T" representa a substituicdo do heap T' por T”, e do heap T" por T'. As notagdes 74 7. 7., 7/ 14, 7, 11 indicam a raiz de T', as
subarvores esquerda e direita da raiz T' e as raizes dessas tltimas, respectivamente. O campo chave armazena a prioridade de cada
no. A estrutura T' contém o resultado da fusdo. O valor CC(v) informa o comprimento do caminho curto do né v.

Algoritmo 9.1 Fusao de heaps esquerdistas

procedimento fundir(T’, T")
seT'=¢entéaoT:=T"
sendo se "#fentédo
se T'[r] . chave < T"[r] . chave ent&o
T oT”
fundir(Ty', T")
se CC(T¢'[r] < CC(Tp'[r]) entédo
trocar entre si T¢' e Tp'
CC(T'[r]) :=+ 1 CC(TL'[r])

O conceito seguinte sera utilizado no estudo da complexidade do algoritmo. O caminho direito de uma arvore binaria é o
caminho iniciado na raiz, prosseguindo sempre através do filho direito e terminando em um no6 que ndo possua filho direito. Por
exemplo, o caminho direito da arvore da Figura 9.4(a) é formado pelos nés de prioridades 42, 35. Intuitivamente, o comprimento
do caminho direito de uma arvore binaria esquerdista ndo deveria ser muito grande. O teorema seguinte confirma essa intuigéo.

Seja T uma arvore binaria esquerdista com n nos. Entdo o comprimento do seu caminho direito € O(log n).

PROVA Seja ¢ o comprimento do caminho direito de T. Vamos mostrar que |T| > 2€ — 1, o que implica o teorema. A prova é por
inducdo em c. Se ¢ = 1, a &rvore ndo pode ser vazia, logo |T| > 1, o que esta de acordo. Suponha, agora, a &rvore T com
caminho direito de comprimento c. Ent&o o filho esquerdo da raiz r(T) possui um caminho direito de comprimento ¢'>c¢ — 1.

Aplicando a hip6tese da inducdo as subarvores Te e Tp, conclui-se que [Tg|, [To| > 21— 1. Como [T| = [Tg| + |Tp| + 1, segue-
se que |T|>2°—1, isto e, c =O(log n).



Para a determinacdo de complexidade, observe-se que todas as operacdes efetuadas pelo Algoritmo 9.1 podem ser realizadas
em tempo constante, abstraindo-se a chamada recursiva, e supondo que o valor de CC(T'[i]) esteja previamente computado, para
cada no i de T'. Para tal é necessario atualizar o valor do comprimento do caminho curto da raiz de T, sempre que houver trocas
de suas subarvores T¢' e Tp'. Consequentemente, a complexidade do algoritmo é da ordem do nimero de chamadas do
procedimento fundir. Para calcular o nimero de chamadas, observe-se que a recursao se processa ao longo dos caminhos direitos
das arvores consideradas, e se encerra quando o Ultimo né do caminho direito é encontrado. Isto é, 0 niUmero de chamadas
recursivas € da ordem da soma dos comprimentos dos caminhos direitos de T' e T”. Pelo Teorema 9.2, segue-se que a
complexidade final do algoritmo é O(log n).

Em seguida, serdo analisadas as opera¢es tradicionais dos heaps, utilizando heaps esquerdistas.

A operacdo de insercao pode ser realizada facilmente, observando-se que a inser¢do é um caso particular da fusdo. Com efeito,
para inserir um novo nd v em um heap esquerdista T' define-se um heap T”, contendo um unico né v, e efetua-se a fuséo 7', T"”. O
resultado da fuséo corresponde ao resultado da insergcdo. Logo, a insercdo pode ser realizada em tempo O(log n).

A operac¢do de remogdo do n6 de maior prioridade, de um heap esquerdista T, também pode ser realizada empregando-se a
fusdo da seguinte maneira. O n6 de maior prioridade € a raiz r de T. Removendo-se r de T, esta se particiona nas duas subarvores
Te e Tp. Entdo, efetuando-se a fusdo T, Ty obtém-se um heap esquerdista sem a presenca do né r. A complexidade, naturalmente,
é também igual a O(log n).

Finalmente, a construgdo de um heap esquerdista pode ser realizada em tempo O(n), observando-se que um heap tradicional €
sempre esquerdista. Nesse caso, bastaria utilizar a construcao da Secéo 6.5.

Heaps Binomiais
Nesta se¢do serdo abordados os heaps binomiais, que também permitem realizar a operagdo da fusdo de maneira eficiente. Os
seguintes conceitos serdo introduzidos.

Seja T uma arvore qualquer enraizada e v um no de T. O numero de filhos de v é a ordem de v. A ordem da arvore T €, por
definicdo, igual a ordem de sua raiz. Quando conveniente, pode-se considerar uma arvore como ordenada, segundo valores ndo
decrescentes das ordens de seus nos.

Dadas duas arvores enraizadas T e T, a operagdo de subordinacdo de T, T’ consiste em construir a arvore obtida quando a raiz
de T recebe como filho adicional a raiz de T'. Assim sendo, a arvore T’ se transforma numa subarvore daraiz de T. A ordemde T
aumenta, naturalmente, de uma unidade. A &rvore T € a subordinadora, enquanto T’ é a subordinada. Exceto em situactes
especiais, esta operagdo serd usada somente para 0s casos em que as ordens de T e T’ sdo idénticas. Nesse caso, 0 objetivo seria
transformar duas arvores de ordens iguais a h em uma Unica, de ordem h + 1, e contendo a unido dos nds das arvores dadas. A
Figura 9.7 ilustra uma operacgéo de subordinacéo.

Uma arvore binomial B, € definida recursivamente, em funcdo de um parametro h, como se segue. A arvore B, é aquela que
contém um Unico no. Para h > 0 obtém-se By, através da subordinagdo de duas arvores binomiais B;,_,. Observe que h €
precisamente a ordem de B,,. Além disso, B, possui altura h + 1. Considerando as arvores binomiais como arvores ordenadas, as
arvores binomiais de mesma ordem sdo necessariamente isomorfas. A Figura 9.8 ilustra as arvores binomiais By, By, B, € B.

O lema abaixo apresenta uma propriedade que justifica a nomenclatura utilizada.

iy



Operagéao de subordinagcao de T, T'.

m
m

B, B,

Arvores binomiais.
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A arvore binomial B, possui 2" nés. Além disso, o nimero de nés de By, no nivel j é igual a'; 1.

PROVA Para mostrar que B, possui 2" nos, utiliza-se a inducdo. O resultado esta correto para h = 0. Para h > 0, recorde-se que B,
é constituida de duas arvores B, ;. Pela hip6tese de indugdo, B, possui 2" nés. Logo, B, possui 2 « 21 = 2" n6s. Para mostrar

ok

que no nivel j de By, existem \i-1/ nds, o argumento é também por indu¢do. Se j = 1, B, contém um Unico no6 no nivel j, e o lema
é satisfatorio. Caso contrario, o nivel j de B, contém nos das duas copias do By, que formam B,,. Os n6s do nivel j do By, que
pertencem a cépia de By,_; cuja raiz coincide com a de By, também se encontram no nivel j desta copia de B, ;. Os demais nos
do nivel j de By, isto €, 0s que pertencem a segunda cdpia de B, ,, estdo no nivel j — 1 desta copia (Figura 9.9). Logo, usando
esta decomposicdo e aplicando a indugdo conclui-se que a quantidade de nds de By, no nivel j é igual a

B ()0

Um heap binomial difere dos outros tipos de heaps estudados até agora, no sentido de que ele ndo se constitui em uma Unica
arvore, mas em um conjunto de arvores. Considere um conjunto de valores numéricos denominados prioridades. Um heap
binomial é uma floresta H onde os nds correspondem as prioridades, cada &rvore de H obedece a condicéo de ordenacdo (1), isto
é, excetuando-se as raizes, a prioridade de um no6 é menor ou igual a de seu pai, e satisfazendo a seguinte condicéo estrutural:

Lema 9.1.
(2") H é formado por arvores binomiais de ordens distintas.

Como exemplo, o conjunto das arvores binomiais {B,, B;, B,} constitui um heap binomial. Observe que este heap binomial
contém exatamente 2! + 23 + 24 = 26 nds. Na realidade, este é o Gnico heap binomial que contém 26 nds, conforme pode ser
concluido do lema seguinte.



Para qualquer n > 0 existe um unico heap binomial, a menos de isomorfismo, contendo exatamente n nds, ndo considerando as
prioridades.

PROVA Como uma arvore binomial B, possui exatamente 2" nés, B, pode ser representada por um ndmero binario que contém o
digito “1” na (h + 1)-ésima posi¢do, da direita para a esquerda, ¢ “0” nas demais posi¢des. Como um heap binomial H é
formado por arvores binomiais de ordens distintas, H pode ser representado por um nimero binario, onde cada posic¢éo h, da
direita para a esquerda, é igual a 1, se B, € H, ou igual a 0, se B, ¢ H.

O valor deste nimero binario é exatamente igual a n, pois se uma posicéo h é igual a 1, a arvore B, € H contribui com 2"
unidades para o valor de n. Como a representacao binaria de um nimero é Unica, segue-se o lema.
Como exemplo, o nimero 26 corresponde ao heap {B,, B3, B,} e ao valor binario 11010.

Um heap binomial com n nés contém O(log n) arvores binomiais, cada qual de altura O(log n).

PROVA Lemas 9.1 e 9.2.

A seguir, consideram-se as operacdes efetuadas pelos heaps binomiais.

Os heaps binomiais podem ser utilizados para realizar a operacdo de fusdo, de forma simples. Sejam H;, H, dois heaps
binomiais. A ideia da fusdo de H,, H, consiste, inicialmente, em formar uma estrutura H contendo a unido das arvores de H, e H,.
Caso todas as arvores de H possuam ordens distintas, H € um heap binomial e o processo se encerra. Caso contrario, H contém
duas ocorréncias de alguma arvore By, € H; N H,. Escolher o menor h nessas condi¢des. Sejam B,’, B, as duas ocorréncias de B,
sendo a prioridade da raiz do B’ maior ou igual a da raiz de B,”. Remover B, ¢ B,” de H, e inserir em H uma arvore binomial B,,,,
obtida pela subordinacéo de B,’, B,". Repetir o processo até que todas as arvores de H possuam ordens distintas.

Como exemplo, sejam H, = {B,, B,, B,} e H, = {B,, B,} dois heaps binomiais, como na Figura 9.10. Como B, € H; N H,,
removem-se as duas ocorréncias de B, e insere-se uma nova arvore binomial B;, com o nd de prioridade 5 como raiz, e o de
prioridade 3, como seu filho. Contudo, a fusdo agora contém duas arvores B,, a recentemente introduzida e aquela que pertence a
H,. Essas arvores B, sdo removidas e substituidas por uma arvore B,, que possui 0 né de prioridade 7, como raiz. Ha, agora, uma
duplicidade das arvores B,, a recentemente introduzida e aquela que pertence a H,. Ambas sdo removidas e substituidas por uma
arvore B3, com o no de prioridade 8 na raiz. O processo entdo se encerra. A fusdo de H,, H, produziu o heap binomial H = {B,,
B.}, ilustrado na Figura 9.10.

A prova de correcdo do método decorre do fato de que, na floresta final, todas as arvores sao binomiais e distintas. Além disso,
a condicao de ordenacdo ¢ mantida através do processo. Observa-se que o heap binomial do resultado corresponde a um nimero
binario igual a soma dos nimeros correspondentes aos heaps que foram fundidos. No exemplo das Figuras 9.9 e 9.10, verifica-se
gue 11000 = 10101 + 11.

O algoritmo abaixo descreve o processo de fusdo. S&o dados os heaps binomiais H’, H”. O algoritmo constrdi o heap binomial
H, correspondente a fusio de H’, H". E utilizado o procedimento subordinar(B, B), o qual efetua a operagdo de subordinagio B,
B’. Uma arvore B se encontra armazenada na estrutura B, sendo B[r]. chave o valor de prioridade de sua raiz. Notagdo similar é
utilizada para B'.




Exemplo para a fuséo.

Fuséo dos heaps da Figura 9.10.

Algoritmo 9.2| Fusao de heaps binomiais

H:=HUH"
enquanto H contiver duas arvores B, B’ de mesma ordem faca
se B[r] . chave > B'[r] . chave enté&o
subordinar(B, B’)
sendo subordinar(B’, B)
procedimento subordinar(B’, B)
transformar a raiz de B’ no filho mais a direita de B
Através de técnicas usuais, o algoritmo acima pode ser implementado de tal modo que todas as operacdes neles contidas sejam
executadas em tempo constante, abstraindo-se do nimero de iteragdes do bloco enquanto. Para tal seria necessario ordenar as
arvores de H := H' U H", segundo as suas ordens, de modo a propiciar a identifica¢@o rapida de arvores de mesma ordem.
Considerando que cada um dos heaps H', H” possui O(log n) arvores e que a ordem maxima, dentre as arvores, também é O(log
n), conclui-se que a ordenacdo das arvores, segundo suas ordens, pode ser realizada em tempo O(log n). Por outro lado, como H' e
H" sdo heaps binomiais, o0 nimero maximo de arvores binomiais em H' U H”, com ordens repetidas, ¢ igual a 2. Assim sendo, o
laco enquanto é executado O(log n) vezes. Portanto, a complexidade do algoritmo de fusdo é O(log n).
A seguir, sdo descritas as demais operacdes dos heaps binomiais.
A exemplo de heaps esquerdistas, a operacdo de insercao em heaps binomiais € estudada como um caso particular da fusdo.
Com efeito, para inserir um novo no v, com prioridade p em um heap binomial H’, define-se um outro heap binomial H”,
composto de uma Unica arvore binomial B,, em que B, é formada pelo (Gnico) n6 v, com prioridade p. Entdo a insercdo de vem H’



é equivalente a efetuar a fusdo H’, H". Portanto, a inser¢do em heaps binomiais pode ser realizada em O(log n) passos. Contudo,
pode-se esperar que o comportamento dos heaps binomiais, em relacdo a insercao, seja ainda melhor, conforme o lema seguinte.

O tempo esperado para efetuar a operagdo de insercdo em um heap binomial com n nos é constante.

PROVA Seja R a representacdo binaria do nimero n, onde j denota a posi¢do do primeiro digito 0 de R, da direita para a

esquerda. Entdo, para completar uma opera¢do de insercdo sdo necessarias j fusdes de arvores binomiais. Pode-se supor que 0s

0's e 1's, na representagdo R, possuam idéntica probabilidade de ocorréncia, para cada posicdo. Assim, a probabilidade de cada

0 é igual a 1/2. Logo, o numero esperado de fusBes de arvores binomiais para completar uma insercdo é igual a 2. Isto implica

que o tempo esperado para completar a inser¢do é constante.

A operacdo da remocao do né de maior prioridade de um heap binomial também pode ser realizada de maneira eficiente,
utilizando a fus&o, conforme descrito a seguir.

Seja H um heap binomial. O n6 de maior prioridade em H, naturalmente, ¢ a raiz de alguma arvore de H. Inicialmente,
localiza-se a &rvore B, de H, cuja raiz é o né que se deseja remover. Removendo By, de H, obtém-se o heap binomial H' = H — B,.
Em seguida, removendo a raiz r(B,) da arvore B, obtém-se uma cole¢&o de arvores binomiais B,", ..., B, ,", que formam um heap
binomial H". Finalmente, efetuando a fusdo H’, H” obtém-se um heap binomial formado por todos os nos de H, exceto o de maior
prioridade, 0 que constitui a solucéo esperada.

Por exemplo, para efetuar a remoc¢do do né de maior prioridade do heap binomial H da Figura 9.12, observa-se que esse nd
corresponde a raiz da arvore B,, de prioridade 25. Removendo esta arvore de H, obtém-se o heap H' = {B,, B;}. Por outro lado,
removendo-se 0 n6 de maior prioridade da &rvore B,, obtém-se o heap binomial de H” formado por uma arvore B, contendo o no
de prioridade 20 e por uma arvore B,, com os nos de prioridades 21 e 15. Finalmente, efetuando a fuséo de H’, H” produz o
resultado esperado, que se encontra na Figura 9.13.

E bastante simples determinar a complexidade da remocao do n6 de maior prioridade. Como o heap binomial H possui O(log
n) arvores, para determinar a arvore B, cuja raiz é o n6 de maior prioridade, basta percorrer essas raizes e determinar o no
procurado em O(log n) passos.

4

Exemplo para a remocao.

=3 B,

Resultado da remocéo.



A construcdo de H' = H — B,, pode ser realizada em tempo constante, enquanto H” = {B,, ..., B, 1} pode ser obtido em O(log n)
passos. Assim sendo, a fusdo H’, H” requer O(log n) passos, que é a complexidade final da operacéo.

Finalmente, a exemplo dos heaps tradicionais e dos heaps esquerdistas, a constru¢cdo de um heap binomial com n elementos
pode ser realizada em tempo O(n) (Exercicio 9.3).

Para encerrar o estudo dos heaps binomiais, analisamos em seguida as operacGes de insercao, fusdo e remogéo, sob 0 aspecto
da complexidade amortizada. De fato, verificamos que as duas primeiras opera¢Ges podem ser realizadas em tempo amortizado
O(1). Contudo, o algoritmo de remocao do n6 de maior prioridade requer tempo amortizado O(log n).

Seja H um heap binomial. Para a anélise da complexidade amortizada das operacdes realizadas em H, é utilizado o método de
visdo do banqueiro. A cada arvore B, que pertence ao heap binomial H é associada uma unidade de crédito. Esses créditos serdo
utilizados para efetuar diferentes operagoes.

Cada vez que um novo no v é inserido em um heap binomial, é criada uma nova arvore binomial contendo somente o né v. A
esta &rvore é concedida uma unidade de crédito. Novas arvores em H podem também ser introduzidas através da operacao de
remoc¢do do né de maior prioridade do H. Referindo-se ao algoritmo de remoc&o, recorda-se que 0 seu primeiro passo consiste em
remover a raiz r da arvore que contém o n6 de maior prioridade. Essa remocao pode produzir O(log n) arvores novas, constituidas
pelos filhos de r. A cada uma dessas arvores sera concedida também uma unidade de crédito. Segundo esta andlise, a
complexidade amortizada da operagdo de remogao do n6 de maior prioridade é Q(log n).

Um resultado melhor pode ser obtido para a operacao de insercdo de um novo no v. Essa operacdo cria uma nova arvore F,
contendo um Unico ng, v. Em seguida se realiza a fusdo do heap H com a arvore F. A ordem de F é igual a 1. Nesse caso é
possivel incorporar F a H, percorrendo sequencialmente em ordenacdo nao crescente, uma lista das ordens de H, a qual é mantida,
juntamente com H. Se H contém uma arvore = de ordem 0, entdo By, & sdo submetidas a operacdo de subordinacao, formando-se
uma nova arvore B, da ordem 1. O custo da subordinacdo é coberto com o crédito existente na arvore que se tornou subordinada,
pois essa arvore desaparece na operac¢do. Caso H contenha uma outra arvore =, de ordem 1, deve ser empregada a subordinacéo
para unir By, & e utiliza-se o crédito existente na arvore subordinada, para custear a operacao de subordinacdo, e assim por diante.
O processo se repete, até que a arvore resultante da Gltima subordinagéo efetuada possua ordem diferente de qualquer outra de H.
Em cada subordinacdo, a arvore subordinada desaparece, e o credito a ela atribuido é utilizado para custear essa operacdo. Nao ha
dificuldade em implementar este processo, de modo a manter atualizada a lista das ordens de H, em ordem crescente, em um
tempo proporcional ao nimero de subordinacgdes efetuadas. Assim sendo, a complexidade amortizada da operacao de insercao é
igual a O(1).

Por exemplo, seja a inser¢do de um novo né no heap binomial H = {B0, B1, B2, B4, B7}. Cada uma dessas arvores possuli
uma unidade de crédito. A inser¢io da origem a uma nova arvore . E necessario efetuar a subordinacio =, B,, custeada com o
crédito de B, gerando uma nova arvore =, a qual recebe o crédito de =, que desaparece. Esse processo é repetido até que todas as
ordens sejam distintas. O heap final obtido é H = {B,, B,, B/}

Em seguida, examina-se a operacao da fusdo, sob o ponto de vista da complexidade amortizada. Dados dois heaps binomiais,
H, e H,, o algoritmo original consistia em unir H; e H,, formando a floresta H. Em seguida, iterativamente, eliminar a ocorréncia
de arvores & e 5 de mesma ordem em H, através da operacdo de subordinacéo, até que todas as arvores de H tenham ordens
distintas, transformando H, efetivamente, num heap binomial. Este processo sera ligeiramente alterado, conforme abaixo.

A ideia, agora, consiste em adiar, convenientemente, a eliminacao da duplicidade de ordens idénticas em H. Isto ndo altera
novas operagdes de fusdo ou inser¢do. Assim, de um modo geral, supde-se que H seja uma floresta formada por conjuntos
disjuntos de heaps binomiais, fruto da realizacdo de operacdes de unido, do passo inicial das fusdes. A recomposicdo de H de
forma a constituir um Unico heap binomial é adiada até a realizacdo de uma operagdo de remocéo do né de maior prioridade de H.
Nessa ocasido se realiza a eliminacdo de duplicidade de ordens. A fusdo efetuada com esta estratégia de adiamento é denominada
fuséo preguicosa.

O processo de eliminacdo de duplicidade de ordens, em si, permanece o mesmo, utilizando-se a operacéo de subordinacdo, que
transforma duas arvores binomiais de ordem h em uma Unica de ordem h + 1. Caso ja existisse em H outra arvore de ordem h + 1,
seria necessario, novamente, utilizar a subordinacdo para transformar essas duas arvores da ordem h + 1 em uma Unica de ordem h



+ 2, e assim por diante. Para realizar a tarefa de identificacdo das duplicidades, utiliza-se uma lista ordenada das ordens das
arvores para cada heap que forma a floresta H.

Uma razdo para a adogdo da estratégia de adiar a eliminacéo da duplicidade de ordens, até a realizacdo de alguma operacao de
remoc&o, reside no fato de que esta ultima recebe O(log n) créditos, os quais podem ser utilizados por amortizar partes de outras
operacdes, se necessario.

O préximo passo € determinar a expressdo da complexidade amortizada. O algoritmo se inicia pela unido de dois heaps. Isto
pode ser implementado como uma concatenacéo de listas, em tempo O(1). A eliminac&o das duplicidades de ordens é adiada até a
ocorréncia da proxima operacao de remocao. No momento que imediatamente precede a remocao, seja H a floresta de arvores
binomiais construidas, |H| = m. Para o processo de eliminagédo das duplicidades de ordens, € mantida a ordenacdo das ordens em
cada heap binomial de H. Além disso, efetuar as opera¢6es de subordinacgdo. Seja k o numero de subordinages realizado. Cada
uma dessas operagdes requer tempo O(1), o qual pode ser custeado atraves do crédito existente na arvore subordinada, que
desaparece. Resta determinar o custo da manutencdo da ordenacdo das ordens das arvores. Como existem m arvores e a ordem
méaxima € O(log n), a ordenacdo pode ser realizada em tempo O(m + log n). Mas m + log n =k + log n + m —k, e como cada
subordinacao implica decrescer o nimero de arvores em uma unidade, conclui-se que, ap6s a eliminacédo das repeticdes de ordens,
H é um heap binomial com m — k arvores. Como um heap binomial contém O(log n) arvores, obtém-se O(m + log n) = O(k + log n
+m—Kk) = O(k + log n). Como o total do crédito disponivel € O(k + log n), é possivel efetuar a ordenacdo desejada.

Debitando todo custo logaritmico a operacdo de remocao, é possivel afirmar que a complexidade amortizada da fusdo € igual a
O(1) por operacéo realizada.

Heaps de Fibonacci

Os heaps de Fibonacci constituem uma generalizacdo dos heaps binomiais. De fato, a sua estrutura € derivada destes ultimos. Eles
possuem uma aplicacdo mais geral. Utilizando heaps de Fibonacci € possivel efetuar todas as operagdes realizadas pelos heaps
binomiais, como fusdo, insercdo e remoc¢do do elemento de maior prioridade. Adicionalmente, com os heaps de Fibonacci
generaliza-se a operacdo de remocéo, de modo a remover um né qualquer. Além disso, efetua-se a operacdo de aumento qualquer
de prioridade. Os heaps de Fibonacci sdo bastante eficientes sob o aspecto da complexidade amortizada. Assim sendo, é possivel
efetuar a fuséo, inser¢do ou aumento de prioridade em O(1). Contudo, 0 algoritmo de remocao requer tempo amortizado O(log n).

Em uma arvore de Fibonacci, cada n6 pode estar marcado ou desmarcado. Utilizando essas possiveis marcas, as arvores de
Fibonacci podem ser definidas de forma recursiva do seguinte modo:

0] Um no isolado desmarcado é uma arvore de Fibonacci.
(i) A drvore obtida pela subordinacao de duas arvores de Fibonacci de mesma ordem também é uma arvore de
Fibonacci.

(iii) Se F é uma arvore de Fibonacci e v € um n6 desmarcado de F, entdo a arvore obtida de F pela remocéo da
subarvore cuja raiz seja algum filho de v também é uma arvore de Fibonacci. Apos a remocéo, v se torna marcado,
exceto se for a raiz, caso em que mantém o seu estado de desmarcado.

Em particular, conclui-se que toda arvore binomial é arvore de Fibonacci.

A arvore da Figura 9.14(a) é binomial, e portanto também de Fibonacci. A Figura 9.14(b) apresenta também uma arvore de
Fibonacci, pois a mesma foi obtida da arvore binomial da Figura 9.14(a) pela remocéo de duas subarvores de nos distintos.
Contudo, a &rvore da Figura 9.14(c) ndo ¢é de Fibonacci.

Vale relembrar que a ordem de um nd v é igual ao numero de filhos de v, e a ordem da arvore é igual a ordem da sua raiz. Uma
caracteristica importante que as arvores binomiais possuem € o fato de a ordem ser logaritmica no nimero de nés da arvore.
Naturalmente, isto enseja a construcdo de algoritmos mais eficientes. Através do Lema 9.1, sabe-se que as arvores binomiais
possuem esta propriedade. As arvores de Fibonacci sdo obtidas a partir das arvores binomiais pela remocéao de nos ou
subordinacdo de &rvores de Fibonacci. Isso talvez pudesse alterar a estrutura logaritmica da ordem. Contudo, isso ndo ocorre,
conforme o resultado do préximo teorema.



e

(c)

Qual destas arvores nao é de Fibonacci?

£

Arvores de Fibonacci minimas.

n

Uma arvore de Fibonacci minima £ é uma arvore de Fibonacci de ordem h com um nimero minimo de nés. Isto €, dentre
todas as arvores de Fibonacci de ordem h obtidas da arvore binomial B,,,, a arvore %' é a que contém o menor nimero de nés. A
Figura 9.15 ilustra arvores binomiais B,,,; juntamente com as de Fibonacci minima %

O teorema a seguir mostra que a ordem de uma arvore de Fibonacci é necessariamente logaritmica no nimero de nés da
arvore.

Seja F, uma arvore de Fibonacci de ordem h. Entdo h = O(log |F4)).

PROVA Seja F,, a arvore de Fibonacci minima de ordem h. Naturalmente, basta mostrar que h = O(log | '

ideia agora é examinar a construcéo de 7.

0 Ot

Decomposicéo da arvore de Fibonacci minima.

), pois |5 < |Fy|. A

Pela minimalidade de 7 sabe-se que de cada nd v de B, foi removido exatamente um filho, juntamente com sua

subarvore, para formar £'. Além disso o filho de v que foi removido é aquele que, por sua vez, possui 0 maior nimero de
filhos. A construgdo acima sugere uma decomposicdo de F, em duas arvores de Fibonacci minimas, utilizando uma operacgéo



reversa a da subordinacdo, isto é, a decomposicdo em duas arvores. Assim £ é decomposto nas arvores minimas 7" e £, de

forma que F* possa ser obtida pela subordinagéo de #'. a #..

Observe que o filho de maior ordem dentre os filhos da raiz de B, foi retirado para formar #". Entéo o filho da raiz de 7
com maior ordem € o filho de B, com a segunda maior ordem. Este no € a raiz de uma subarvore B,_, em B,.;. Portanto, em
£, esta subarvore corresponde a uma subarvore 7.. Os nds de £ — £, correspondem a subarvore B, de B, cuja raiz se tornou
a raiz de By,,, quando da formacéo de B, a partir de duas arvores B,. Entdo, em £, esta subarvore corresponde a #."..

Portanto, #' pode ser decomposto na arvore de Fibonacci minima F,, 4, a cuja raiz é atribuido mais um filho que, por sua
vez, é raiz de uma arvore de Fibonacci minima 7#".(Figura 9.16).

Logo, |F| = |5] + |77 e além disso sabe-se que 1= 1 e I51= 2. O valor de
de Fibonacci. Conforme o Capitulo 5, este valor € exponencial em h.

Em seguida examinam-se 0s heaps de Fibonacci.

Define-se heap de Fibonacci de maneira anéloga a heap binomial. Isto é, um heap de Fibonacci € um conjunto de arvores de
Fibonacci de ordens distintas, que satisfazem a condicao de ordenacdo (prioridade de cada nd € menor ou igual & de seu pai, se ele
existir).

A definicdo acima e o Teorema 9.3 implicam que um heap de Fibonacci possui O(log n) arvores, cada qual de ordem O(log n).
O proximo passo consiste em estudar as operagdes efetuadas pelos heaps de Fibonacci. As operacdes de insercao e fusao sao
realizadas de forma analoga a heaps binomiais, utilizando o algoritmo de complexidade amortizada O(1). Resta estudar as novas
operacOes de remocédo de um nd qualquer e aumento de uma prioridade qualquer no heap de Fibonacci H. A operacdo de remocéo
em H deve ser realizada de forma controlada, pois, segundo a defini¢cdo, no maximo um filho pode ser removido de cada né
diferente da raiz. Para manter esta informacao utiliza-se um conjunto de marcas. Para cada no v # raiz, se nenhum filho de v foi
removido, até 0 momento, entdo v esta desmarcado. Caso contrario, exatamente um filho foi removido de v, e entdo v esta
marcado. A raiz da arvore esta sempre desmarcada.

E."

corresponde, pois, ao h-ésimo termo da série

Heap de Fibonacci.

O processo é descrito a seguir. No inicio todos os nds estdo desmarcados. Considere a remocao de um ndé w de H, sendo h a
ordem de w. Supde-se que seja dado diretamente um ponteiro para w. Nesse caso, a primeira tarefa consiste em efetivamente
remover w da &rvore F de H, que contém w. A remocao de w cria h novas arvores de Fibonacci, cujas raizes sdo os filhos de w.
Essas arvores deverdo ser posteriormente incorporadas a H, através de uma fusdo. Em seguida é necessario verificar se algum
irmdo de w fora anteriormente removido. Caso negativo, v, pai de w, esta desmarcado, entdo deve-se marcar v, desde que v # raiz.
Caso contrario, v esta marcado, portanto algum outro filho de v ja foi anteriormente removido. A solucéo é cortar v de seu pai (isto
é, remover de F toda subarvore T(v)). Posteriormente, T(v) deverd ser reincorporado a H, através de uma operagéo de fusdo. Esta
situacdo pode se propagar em dire¢do ascendente em F. Isto &, o procedimento executado para v deve ser repetido para o pai de v,
eventualmente para o av de v, e assim por diante. A iteracdo se encerra quando € atingido o ancestral mais proximo de w que
esteja desmarcado. Como a raiz da arvore esta sempre desmarcada, a iteragdo termina. Esse processo se denomina cortes em
cascata. A reincorporacgdo a H das subarvores T(v) cortadas de F € realizada através da fusdo. Deve ser observado que na operacao
de subordinacéo, durante as fusdes, a raiz da arvore subordinadora torna-se desmarcada.

O algoritmo abaixo formula o processo descrito. A finalidade é remover w do heap de Fibonacci H. No caso, F ¢é a &rvore de H
que contém w. Seja v um no de F, seja F(Vv) a subarvore de H com raiz v. Denote por F(v) — v 0 conjunto das subarvores formadas
removendo-se 0 n6 v de F(v). Sdo dados de entrada o heap de Fibonacci H e 0 né w, diferente da raiz de H, a ser removido.

Algoritmo 9.3| Remocdo em heap de Fibonacci




F :=&rvore de H, contendo w
H :=F(Ww)-w
v = pai de w
remover T(w) de F
enquanto vV marcado faga
desmarcar v
remover T(v) de F
H :=H"U {v} U (F(v)-V)
v :=paidev
seV #£raiz entéo
efetuar a fuséo de H, H’

Efetua-se a seguir a analise amortizada do algoritmo.

Inicialmente, observa-se que o processo de cortes em cascata corresponde ao bloco enquanto do algoritmo. Determina-se,
inicialmente, a complexidade amortizada da realizacdo dos cortes da cascata.

A anélise da complexidade amortizada é simples. A questao seria como distribuir o custo dos cortes das subarvores, visando
obter uma complexidade amortizada O(1). Essa questdo pode ser resolvida observando-se que cada corte de alguma subarvore
F(v), sendo v um ancestral de w, somente pode ocorrer se v estiver anteriormente marcado. Isto significa que alguma outra
subarvore de um filho de v foi cortada de F anteriormente.

A ideia entdo é debitar o custo do corte de F(v), bem como o custo de uma possivel operacdo de subordinacdo de F(v), a
operacdo anterior que produziu a marca em v, isto é, que cortou o primeiro filho de v. Isto pode ser realizado, pois o corte de F(v)
requer O(1) passos e consequentemente iria onerar aquela operagédo anterior em O(1) passos. Com isso, somente restou para o
processo de cortes em cascata, um total de O(1) passos, todos requerendo tempo O(1). Assim, a complexidade amortizada dos
cortes em cascata é O(1), ja incluindo o tempo da possivel subordinacdo posterior das arvores cortadas durante o processo de corte
em cascata.

Quanto a parte inicial do algoritmo, observa-se que sdo criadas h novas subarvores, oriundas dos filhos de w. Para realizar a
possivel subordinagdo posterior dessas subarvores devem ser realizados O(h) passos. Logo, a complexidade deste processo é
O(log n). Assim sendo, a complexidade amortizada da remocéo é O(log n).

Em seguida, considera-se a operacdo de aumento de prioridade de um certo né w. Seja H um heap, w um né de H com
prioridade p, pertencente a arvore F de H. Deseja-se aumentar a prioridade p para o valor p’ > p. Supde-se que seja fornecido um
ponteiro diretamente para w. A ideia geral para se efetuar esta operagdo € descrita abaixo:

A primeira medida a ser efetuada é aumentar efetivamente a prioridade de w, de p para p'. Entdo, se a prioridade do pai v de w
é maior ou igual a p’, o processo se encerra. Caso contrario, w esta violando a condicdo de ordenacéo do heap. A solugdo consiste
em cortar a subarvore F(w) de F, e reincorpora-la a H através de uma fusdo, mais adiante. Para todos os efeitos, foi retirado um
dos filhos do no v, pai de w. Torna-se entdo necessario verificar se alguma subarvore de v ja fora anteriormente cortada de F, e
assim iterativamente, segundo um processo similar ao de cortes em cascata. Finalmente, todas as subarvores cortadas de F devem
ser reincorporadas através de fusdes.

A estratégia acima conduz diretamente a um algoritmo para aumento de prioridade de um n6 w, similar ao algoritmo de
remocdo de w. A diferenca bésica é que, na remocéo de w, os filhos de w podem gerar h novas subarvores, enquanto no aumento
de prioridade de w, T,, somente pode gerar uma nova subarvore. A determinacdo da complexidade dos cortes em cascata € similar
nos dois casos. Pode-se recordar que o tnico motivo pelo qual a complexidade da remocao de um né w é O(log n) deve-se ao fato
de que a remocdo de w pode gerar O(log n) novas arvores. As demais opera¢es podem ser efetuadas em complexidade
amortizada O(1). Logo, pode-se concluir que a complexidade amortizada do aumento de prioridade é O(1).

Outras Variantes



Além dos m-heaps, heaps esquerdistas, heaps binomiais e heaps de Fibonacci examinados neste capitulo, existem outras variantes
deste tipo de listas de prioridades que merecem destaque. Nesta se¢édo, serdo abordados brevemente os heaps distorcidos e 0s
heaps relaxados.

Os heaps distorcidos podem ser compreendidos como heaps esquerdistas autoajustaveis. Isto €, os heaps distorcidos tenderiam
a se constituir em heaps esquerdistas, porém a condi¢ao estrutural (2") dos heaps esquerdistas (o comprimento de caminho curto da
subarvore esquerda de qualquer n6 é maior ou igual ao de subarvore direita) ndo € necessariamente mantida ao longo do processo.
Contudo, a condicao de ordenacdo (1) é mantida.

A forma de operacgdo de um heap distorcido € similar & dos heaps esquerdistas. Contudo, o valor do comprimento de caminho
curto ndo é armazenado. Com isso, o comprimento do caminho direito de um heap distorcido pode ser arbitrariamente grande.
Este fato implica que as operac@es de insercdo, remoc¢ado do elemento de maior prioridade e fusdo possam consumir até O(n)
passos cada uma. Contudo, é possivel provar que a realizacdo de m operagdes consecutivas desse tipo pode ser efetuada em O(m
log n) passos. Isto é, o tempo amortizado para a insercéo, remocao do elemento de maior prioridade ou fusdo € de O(log n) para
operacao.

A questdo do autoajuste nos heaps distorcidos pode ser observada na operagédo de fusdo. A fusdo destes heaps € realizada de
maneira similar a dos heaps esquerdistas, exceto no procedimento onde seria necessario utilizar o comprimento do caminho curto.
Isto é, para efetuar a fusdo de dois heaps H;, H, inicialmente é realizada a fusdo de um dos heaps com o sub-heap direito do outro.
Para tal utiliza-se um processo recursivo. Em seguida, efetua-se uma nova fuséo, desta vez do heap resultado da primeira fusdo
com o sub-heap ainda ndo manipulado (ver Secdo 9.3). Com isso, obtém-se uma estrutura H, que contém todos os elementos de
H,, H,. Para completar a fusdo, nos casos dos heaps esquerdistas, € verificado se 0 comprimento do caminho curto da subarvore
esquerda de H é menor do que o da direita, e em caso positivo realiza-se a troca de subarvores, esquerda e direita, da raiz. No caso
dos heaps distorcidos esta troca é sempre efetuada, independente da verificagdo.

Finalmente, vale mencionar a existéncia de uma varia¢do dos heaps de Fibonacci, conhecida como heaps relaxados. Uma
caracteristica importante dos heaps relaxados é que esta estrutura permite efetuar a operacao de diminuigdo de prioridade de um
n6 em tempo amortizado de O(1).

Exercicios

9.1 Descrever algoritmos para aumento e diminuicdo de prioridades de um m-heap.

9.2 Descrever um algoritmo para inserir um novo elemento em um m-heap, bem como um algoritmo para remover o
elemento de maior prioridade.

9.3 Desenvolver um algoritmo de complexidade O(n) para construir um heap binomial com n elementos.

9.4 Desenhar o heap esquerdista que resulta da fusdo dos heaps esquerdistas H, e H, da Figura 9.18.

9.5 Desenhar o heap binomial que resulta da fusdo dos heaps binomiais H,, H,, da Figura 9.19.

9.6 Seja um heap binomial composto de k arvores binomiais. Determinar as alturas que essas arvores devem possuir
para que a operacdo de insercdo corresponda ao pior caso, isto &, seja realizada em um nimero méximo de passos.

9.7 Seja H o heap binomial composto de k arvores e tal que a arvore cuja raiz possui a maior prioridade é de altura h.
Determinar as alturas que as arvores de H devem ter, bem como determinar o valor de h, para que a operagdo de remogao
do no6 de maior prioridade de H seja realizada em um nimero maximo de passos.

Exercicio 9.4.
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Exercicio 9.5.

9.8 Sejam H,, H, dois heaps esquerdistas. Determinar as condi¢des que H,, H, devem satisfazer, para que na operagédo
de fusdo de H,, H, ndo seja necessario realizar a troca das subarvores, esquerda e direita, da &rvore binaria obtida, apos as
duas fusdes parciais realizadas nos passos recursivos da operagédo de fuséo H,, H,.

9.9 Provar ou dar contraexemplo:

Sejam H; e H, dos heaps binomiais contendo k; e k, arvores binomiais, respectivamente. Seja H o heap binomial resultado
de fusdo de H,, H,, o qual contém k arvores binomiais. Entdo k > min{k,, k,}.

9.10 Provar ou dar contraexemplo:
Sejam H, e H, dois heaps binomiais, contendo k; e k, arvores binomiais, respectivamente. Seja H o heap binomial
resultante da fusdo de H,, H,, o qual contém k arvores binomiais. Entéo, k <k, + k.

9.11 Determinar a expressao da altura, minima e maxima, de um heap de Fibonacci em funcéo do posto.

Notas Bibliograficas

Parte da bibliografia relativa a heaps ja foi apresentada no Capitulo 6. Os m-heaps foram estudados, em primeiro lugar, por Johnson [Jo75], num
contexto de algoritmos para arvores geradoras minimas. Os heaps esquerdistas foram introduzidos por Crane [Cr72]. Um estudo importante desses
heaps foi realizado por Knuth [Kn73]. Os heaps binomiais foram introduzidos por Vuillemin [Vu78], e seu estudo inicial foi complementado por
Brown [Br78]. Os heaps de Fibonacci foram desenvolvidos por Fredman e Tarjan [Fr87]. Uma das motivagOes para a concepcdo dessa estrutura foi a
sua utilizacdo para diminuir as complexidades dos algoritmos de caminho minimo e arvore geradora minima. Os heaps relaxados foram
desenvolvidos por Driscoll, Gabow, Shrairman e Tarjan [Dr88] como uma alternativa possivel para os heaps do Fibonacci. Uma outra forma de heaps
com autoajuste foi desenvolvida por Fredman, Sedgewick, Sleator e Tarjan [Fr86]. Entre os textos gerais de estruturas de dados que apresentam um
tratamento bastante completo em relacdo a heaps podem ser mencionados os de Kozen [K092] e Weiss [We95]. Esses textos contém varios topicos de
interesse relativos a arvores binomiais e de Fibonacci. Os heaps distorcidos correspondem aos skew heaps, na nomenclatura inglesa.



Capitulo 10

Tabelas de Dispersao

Introducao
Neste capitulo sera estudada uma solucdo bem diferente das vistas até agora para resolver os problemas de busca, insercédo e
remogdo em uma tabela: a tabela de disperséo.

Em lugar de organizar a tabela segundo o valor relativo de cada chave em relagdo as demais, a tabela de dispersdo leva em
conta somente o seu valor absoluto, interpretado como um valor numérico. Através da aplicacdo de uma funcao conveniente, a
chave ¢ transformada em um endereco de uma tabela. A intencéo é atingir diretamente, se possivel, o local onde a chave se
encontra. Na realidade, 0 método aproveita a possibilidade de acesso randémico a memoria para alcancar uma complexidade
média por operacdo de O(1), sendo o pior caso, entretanto, O(n).

Observe que este talvez seja 0 método mais intuitivo de todos os usados em computacao para o problema de acesso e
manipulagdo de tabelas. Seja, por exemplo, a distribui¢do de correspondéncia entre os funcionarios de uma empresa em
escaninhos rotulados com a primeira letra de seus sobrenomes. Em cada escaninho ndo h& ordem para a colocagédo das cartas.
Nesse caso, 0 nome corresponde a chave, e a inicial do sobrenome ao endereco para armazenamento. Outros exemplos surgem no
dia a dia. VVarios métodos utilizados informalmente para guardar documentos, catalogar fotografias etc. poderiam gerar tabelas de
dispersao.

O capitulo esta organizado da seguinte maneira. A Secdo 10.2 descreve o principio geral do funcionamento de uma tabela de
dispersdo. As técnicas de transformacédo do valor da chave em enderegos de armazenamento sdo tratadas na Secdo 10.3. A
aplicacdo dessas técnicas, contudo, pode conduzir ao indesejavel efeito de atribuicdo de um mesmo endereco a duas chaves
distintas. As duas se¢des seguintes, 10.4 e 10.5, sdo dedicadas ao estudo de como contornar essa situacdo. Finalmente, a Secédo
10.6 apresenta tabelas de dispersdo dindmicas.

Principio de Funcionamento
Suponha que existam n chaves a serem armazenadas em uma tabela T, sequencial e de dimensdo m. As posic¢Oes da tabela se
situam no intervalo [0, m — 1]. Isto &, a tabela é particionada em m compartimentos, cada um correspondendo a um endereco e
podendo armazenar r nos distintos. Quando a tabela se encontra na memaoria € comum que cada compartimento armazene apenas
um né. Compartimentos com diversos nos sdo usados geralmente por tabelas de dispersédo armazenadas em unidades de disco,
quando o numero de acessos € mais importante do que o uso eficiente de memoria. Nesse caso, cada compartimento ocupa,
tipicamente, um bloco do disco. O objetivo € armazenar cada chave no bloco referente a seu endereco. A busca, assim, requer
somente um acesso a um bloco do disco.

No estudo que se segue, considera-se 0 armazenamento de um Gnico no por compartimento.

O desenvolvimento das técnicas de tabelas de disperséo foi motivado por um caso bastante simples, porém importante.
Suponha que o nimero de chaves n seja igual ao nimero de compartimentos m. Além disso, que os valores das chaves sejam,
respectivamente, 0, 1, ..., m — 1. Pode-se utilizar entdo, diretamente, o valor de cada chave como seu indice na tabela. Isto €, cada
chave x é armazenada no compartimento x. Esta € uma técnica largamente empregada em programacao comercial, conhecida pela
denominacao de acesso direto. A Figura 10.1(a) ilustra um exemplo de acesso direto. Na figura, 0s n6s sdo considerados como
compostos apenas por seu campo chave. As setas indicam os indices das chaves.
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Acesso direto.

O acesso direto pode ainda ser utilizado no caso em que n < m, porém m —n é pequeno. Isto é, as chaves se distribuiriam entre
valores de 0, 1, ..., m— 1, algum destes, porém, sem correspondentes no conjunto de chaves. A tabela de armazenamento conteria,
no final, m — n compartimentos vazios, ou espacos. A Figura 10.1(b) ilustra essa técnica.

Para o tratamento do caso geral, um obstaculo aparente é o fato de que as chaves nem sempre séo valores numéricos. Por
exemplo, as chaves podem consistir em nomes de pessoas. Na realidade, essa questdo pode ser facilmente contornavel, pois a todo
dado ndo numérico corresponde uma representa¢do numérica no computador. Assim sendo, sem perda de generalidade
consideram-se, neste capitulo, todas as chaves como numéricas.

Se as chaves constituem sempre valores numéricos, por que ndo utilizar a técnica de acesso direto mesmo com espacos vazios?
A resposta é simples. A quantidade de espacos vazios pode ser proibitiva. Como exemplo extremo, seja um conjunto de duas
chaves apenas, de valores 0 e 999.999, respectivamente. A aplicacdo da técnica de acesso direto conduziria a uma tabela com
1.000.000 compartimentos, dos quais apenas dois ocupados.

Como resolver essa questdo? Uma ideia é transformar cada chave x em um valor no intervalo [0, m — 1] através da aplicacdo
de uma funcéo de dispersé@o h. Dada a chave x, determina-se o valor h(x), denominado endereco-base de x. Se 0 compartimento
h(x) estiver desocupado, podera ser utilizado para armazenar a chave x. Infelizmente, a fungéo de dispersdo pode ndo garantir
injetividade, pois é possivel a existéncia de outra chave y # x, tal que h(y) = h(x). O compartimento h(x) ja poderia entdo estar
ocupado pela chave y. Esse fendmeno é denominado colisdo, e as chaves x e y sdo sindnimas em relacdo a h. Na ocorréncia desse
fato, utiliza-se um procedimento especial para o armazenamento de x, denominado tratamento de colisGes. Este determinara um
local alternativo para 0 armazenamento de X, exceto se a tabela estiver completa. Um exemplo aparece na Figura 10.2, onde foi
empregada a funcdo h = x mod 5. Cada chave seria armazenada no compartimento correspondente ao nimero obtido tomando-se 0
resto da divisdo do valor da chave por 5. Nesse caso, as chaves 78 e 13 produzem uma colisdo, pois sua divisao por 5 produz o
resto 3 em ambos 0s casos.

chaves fabela

78 60 96 59 13

60
96

59

Exemplo de colisao.

Funcoes de Dispersao
Uma funcéo de disperséo h transforma uma chave x em um enderego-base h(x) da tabela de disperséo. Idealmente, uma funcéo de
dispersdo deve satisfazer as seguintes condicdes:
— produzir um numero baixo de colisdes;
- ser facilmente computavel;



- ser uniforme.

A primeira dessas condices indica que uma boa funcéo de disperséo ndo deve produzir um numero elevado de colisGes. Uma
situacdo em que esse fato pode ocorrer € quando as chaves se adaptam de alguma forma a um padrdo conhecido. Por exemplo, as
chaves de registros referentes a compras de uma empresa podem ser compostas pela concatenacao de algumas informagées, como
0 més e 0 ano do pedido, 0 que acarreta elementos comuns em muitas dessas chaves. Claramente, esses elementos ndo devem ser
realcados pela funcdo escolhida. Por outro lado, se a tabela tratada é a tabela de simbolos de um compilador, esse padrdo é mais
dificil de ser detectado, porque ndo é possivel conhecer a priori quais identificadores serdo utilizados.

O segundo aspecto importante € o tempo consumido para calcular h(x). Se a tabela é armazenada em disco, o tempo de célculo
ndo é critico, devendo-se procurar fun¢des que minimizem o nimero de acessos. Para tabelas armazenadas em memoria, esse fato
é fundamental.

Finalmente, a ultima condicdo significa que, idealmente, a funcéo h deve ser tal que todos 0os compartimentos possuam a
mesma probabilidade de serem escolhidos. Isto &, a probabilidade de que h(x) seja igual ao endereco-base k deve ser 1 /m para
todas as chaves x e todos os endere¢os k € [0, m — 1]. Uma funcao que satisfaca essa propriedade € chamada uniforme.

Na pratica, a condicdo de uniformidade é dificil de ser testada, pois, em geral, a distribuicdo é desconhecida. A segunda
condicdo desejada, na maior parte dos casos, € a mais facil de ser alcancada. Basta restringir o estudo de funcdes de dispersao
aquelas de computacdo mais simples. Finalmente, o objetivo de obter um pequeno nimero de colisdes muitas vezes ndo é possivel
de ser atingido. Por esse motivo, o tratamento de colisdes € um procedimento critico em tabelas de disperséo e deve ser realizado
com cuidado.

A seguir sdo apresentadas as fungdes de dispersdo mais empregadas.

Meétodo da Divisao

Este método é particularmente fécil e eficiente, sendo por isso muito empregado. A chave x é dividida pela dimensdo da tabela m,
e 0 resto da divisdo é usado como enderego-base. Isto é,

h(x) = h mod m,

resultando em enderecos no intervalo [0, m —1].

Nesse caso, alguns valores de m sdo melhores que outros. Por exemplo, se m € um ndmero par, h(x) sera par quando x for par e
impar quando x for impar, o que certamente ndo satisfaz. A situacdo é ainda pior se m for poténcia de 2, caso em que h(x)
dependera apenas de alguns digitos de x. Suponha m = 2 e a chave armazenada numa palavra de meméria de 16 bits. Se j =5, a
funcdo h(x) produzira enderegos que resultam dos ultimos cinco bits da chave, isto &, h(x) ndo levara nunca em consideracdo os
digitos mais significativos de x. Para chaves geradas a partir da concatenacdo de informacdes, esse divisor é pouco adequado.

Diversos resultados teoricos sdo conhecidos sobre o assunto. Entretanto, estas analises baseiam-se no conhecimento prévio de
algumas caracteristicas das chaves. Existem alguns critérios que tém sido aplicados com bons resultados praticos, como escolher
m de modo que seja um nimero primo nao proximo a uma poténcia de 2. Ou, entdo, escolher m tal que ndo possua divisores
primos menores que 20. A Figura 10.3 apresenta um exemplo de armazenamento de algumas chaves em uma tabela de disperséo
de dimensdo 23. A Figura 10.3(a) mostra o resultado do mapeamento utilizando o método da divisao: 44 mod 23 = 21, 46 mod 23
=0, e assim sucessivamente.
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Funcdes de disperséo.

Meétodo da Dobra

Suponha a chave como uma sequéncia de digitos escritos num pedaco de papel. O método em questdo consiste basicamente em
“dobrar” esse papel, de maneira que os digitos se superponham, como ¢ visto na Figura 10.4. Estes devem entdo ser somados, sem
levar em consideragdo o “vai um”. Suponha que os digitos decimais da chave sejam d, ..., d, e que uma dobra seja realizada apos
0 j-ésimo digito a esquerda. Isto implica transformar a chave em d.’, ..., d;', dyj s, ..., 0y, Onde d;’ é o digito menos significativo da
soma d; + dy i1, 1 <1 <. O processo é repetido mediante a realizacéo de novas dobras, cada qual operando sobre o resultado da
transformacdo anterior. O nimero total de dobras e a posicdo j de cada uma devem ser definidos de tal forma que o resultado final
contenha o numero de digitos desejado para formar o enderego-base.

Baseada nesse conceito, outra maneira de obter um endereco-base de k bits para uma chave qualquer é separar a chave em
diversos campos de k bits e opera-los logicamente com uma operagdo binéria conveniente. Em geral, a operacdo de ou exclusivo
produz resultados melhores do que as operacdes e ou ou. Isto porque o e de dois operandos produz um ndmero binério sempre
menor do que ambos, e 0 ou sempre maior. Esses dois operadores, portanto, tendem a produzir enderegos-base concentrados no
final ou no inicio da tabela, respectivamente. A dimenséo da tabela pode ser 2, para que todos os enderecos-base possiveis
estejam disponiveis.

Para as mesmas chaves da Figura 10.3, considere agora a dimenséo da tabela igual a 32 (2°). Supondo-se que cada chave
ocupa 10 bits, deve-se transformar esse valor em um endereco ocupando 5 bits. Utilizando-se a operagdo ou exclusivo, ou ouex,
tem-se:

[e]1[a]4]5]s]
\ Brd=12
GTalels]
\ 449=13
hn 2+5=7

Método da dobra.

71 = 00010 00111 endereco-base: (00010) ouex (00111) = 00101 =5
46 = 00001 01110 enderego-base: (00001) ouex (01110) = 01111 =15



e assim sucessivamente. A tabela resultante € vista na Figura 10.3(b).

Metodo da Multiplicacao

Este método apresenta algumas variagdes, sendo a mais conhecida o método do “meio do quadrado”. A chave ¢ multiplicada por
ela mesma (ou, uma alternativa, por uma constante), e o resultado € armazenado numa palavra de memoria de b bits. O nimero de
bits necessario para formar o endereco-base de uma chave é entéo retirado dos b bits, descartando-se os bits excessivos da extrema
direita e da extrema esquerda da palavra. Assim, a dimensao possivel para uma tabela de disperséo, quando o resultado da
multiplicacdo se encontra em uma palavra de memdria da qual se separam 10 bits, sera de 1.024 endere¢os-base.

Método da Analise dos Digitos

De todos os métodos apresentados até agora, este é o Gnico que leva em consideracdo o conhecimento prévio do tipo de chave que
se busca. Ele é usado em geral para chaves decimais. A funcdo de dispersdo consiste em selecionar, de forma conveniente, alguns
dos digitos decimais que formam a chave para compor o seu endereco-base. Suponha que os valores das chaves sejam
uniformemente distribuidos. Inicialmente, observa-se o primeiro digito de cada chave. Se existem n chaves diferentes, entdo, em
média, n/10 devem ter primeiro digito zero, n/10 devem ter primeiro digito 1, e assim sucessivamente. Suponha que existem, na
verdade, n; chaves com primeiro digito i, 0 <i<9. Somatorios tais como

9

Z(nr — n/10)* ou Z|rz: — n/10]

i=0

representam o desvio da distribuicdo do primeiro digito. Repita a analise para cada digito e encontre os k melhores, isto &, aqueles
que possuem o menor desvio, usando um dos somatdrios. O endereco-base de uma chave qualquer é obtido eliminando-se todos
os digitos da chave, exceto os escolhidos entre os k melhores.

Por exemplo, observe as chaves da Figura 10.3 (44, 46, 49, 68, 71, 97). Utilizando-se o segundo somatorio, encontra-se para o
digito das dezenas, d,, um desvio de 7.2, enquanto, para o digito das unidades, d,, o desvio vale 4.10. Realmente, considerando-se
a funcéo h(x) = d, ndo haveria colisGes, enquanto para a fungédo h(x) = d, haveria.

Para uma dada dimensao de tabela desejada m é simples determinar o valor do nimero de digitos escolhidos k, de modo a
ajustar os enderecos-base ao tamanho da tabela (Exercicio 10.4).

A grande desvantagem desse método é que a computagdo da funcdo de dispersdo exige uma manipulacéo prévia de todas as
chaves. Isto implica a restri¢cdo da obrigatoriedade de se conhecer todas as chaves de anteméo. Além disso, ha um fator O(n) a ser
adicionado a complexidade de determinagdo dos enderecos-base. Por esse motivo, tal método é restrito a aplicacBes especiais.

Tratamento de Colisdes por Encadeamento

Ja foi observado que 0 mesmo enderego-base pode ser encontrado para chaves diferentes, como resultado da funcéo de disperséo,
0 que é chamado de colis&o. Define-se como fator de carga de uma tabela de dispersdo o valor a = n/m, onde n € o numero de
chaves armazenadas. Um método para diminuir colisGes é entdo reduzir o fator de carga; a medida que este cresce, a possibilidade
de ocorrerem colisdes também cresce. Essa precaugdo deve ser tomada, uma vez que o nimero de colisBes cresce rapidamente
quando o fator de carga aumenta, mas nao resolve o problema. Uma nova chave sempre pode encontrar o seu endereco-base ja
ocupado. Por esse motivo, 0 emprego de tabelas de dispersdo implica, necessariamente, a previsao de algum método de tratamento
de colisGes.

Uma ideia natural para tratar colisbes consiste em armazenar as chaves sinbnimas em listas encadeadas. Ha duas alternativas.
As listas podem se encontrar no exterior da tabela ou compartilhar o mesmo espaco da tabela. Os dois casos séo considerados a
sequir.

Encadeamento Exterior



Esta é uma solu¢do muito usada para o problema, e consiste em manter m listas encadeadas, uma para cada possivel endereco-
base. Um campo para o encadeamento deve ser acrescentado a cada nd. Os nos correspondentes aos enderecos-base serdo apenas
nos-cabeca para essas listas. Tal método € denominado encadeamento exterior. A Figura 10.5 apresenta essa solucéo para o
mesmo exemplo visto na Figura 10.3, ao qual foram acrescentadas as chaves 26, 118 e 182. A funcéo de disperséo é a mesma da
Figura 10.3(a).

A implementacdo desse método é simples aplicacdo dos conceitos de listas encadeadas vistos no Capitulo 2. Por essa razéo, 0s
algoritmos de busca, inser¢io e remocao sdo deixados ao leitor (Exercicio 10.5). E usual efetuar-se a inclusdo de uma nova chave
x no final da lista encadeada correspondente ao endereco h(x). A ideia de incluir x no final decorre do fato de que a lista tera que
ser percorrida de qualquer maneira, para assegurar que x ndo pertence a mesma, independentemente da posicéo de inclusao de Xx.
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Tratamento de colisbes por encadeamento exterior.

A analise da eficiéncia desse método para o problema da busca sera realizada a seguir. A complexidade do pior caso é simples.
Como o comprimento de uma lista encadeada pode ser O(n), esta sera a complexidade do pior caso, visto que pode ser necessario
percorrer a lista até o final.

Para a complexidade média, a ideia é determinar o nimero medio de comparaces entre valores de chaves efetuadas em uma
busca. Esse nimero € igual ao nimero de nés percorridos na lista encadeada. Consideram-se 0s dois casos, busca sem e com
sucesso, separadamente. O teorema seguinte indica o resultado para o primeiro desses casos.

Numa tabela de dispersdo que utiliza fungdo de disperséo uniforme e na qual as colisGes sdo tratadas por encadeamento
exterior, 0 nimero médio de comparacdes efetuadas numa busca sem sucesso ¢ igual a o.

PROVA Seja CM(T) o numero médio de comparagdes efetuadas em uma busca sem sucesso, numa tabela de disperséo T. Como
a funcao de dispersédo € uniforme, existe a mesma probabilidade 1/m de a busca ser efetuada em qualquer uma das m listas
encadeadas. Seja L; a lista onde a busca se efetua e |L;| 0 seu comprimento. Entéo,

| &
CM(T)y=—)>|L|.
' ?’}’IZ,| |

Como existe um total de n elementos, > m |L;| = n. Logo,
CM(T)=—=a.

i

O segundo caso, a analise da complexidade média da busca com sucesso, é apresentado no Teorema 10.2.



Numa tabela de disperséo que utiliza funcgdo de disperséo uniforme e na qual as colisGes sdo tratadas por encadeamento
exterior, 0 nimero médio de comparacdes efetuadas numa busca com sucesso € igual a 1 + o/2 — 1/2m.

PROVA Seja T uma tabela de disperséo e CM (T) o numero médio de comparagOes efetuadas em uma busca com sucesso. Sabe-
se que a inclusdo de cada chave nas listas encadeadas é realizada sempre no final da lista. Supondo a auséncia de exclusdes nas
listas, a posicdo de cada chave em relagdo a cabeca da lista se mantém constante. Logo, 0 nimero médio de comparagdes para
localizar uma chave x, com sucesso, localizada em uma certa lista L;, € igual ao comprimento médio de L; na ocasido em que
essa chave foi incluida em L;, adicionado de uma unidade (correspondente a comparacéo final com a propria chave x).
Supondo que x tenha sido a (j + 1)-ésima chave a ser incluida, o comprimento médio de L; € j/m. Logo,
CM(T)=32[1+1J=1+M=1+3 L

ns m 2nm 2 2m

Para interpretar os resultados do Teorema 10.2, observe que, se o tamanho m da tabela T €, pelo menos, proporcional ao
numero de chaves n, tem-se n = O(m). Isto ¢, a = n/m = O(1), ou seja, tanto a complexidade média da busca sem sucesso quanto a
da busca com sucesso sdo constantes!

Encadeamento Interior

Em algumas aplicagdes ndo é desejavel a manutencdo de uma estrutura exterior a tabela de dispersdo, como o caso analisado no
item anterior, onde o tratamento das colisdes foi realizado mediante a adicdo de uma estrutura de m listas, externa a tabela. Nessa
situacdo, ainda é possivel resolver o problema de colisbes mediante o0 emprego de listas encadeadas, desde que estas compartilhem
0 mesmo espaco de memoria que a tabela de dispersdo. Esse método é denominado encadeamento interior.

O encadeamento interior prevé a divisdo da tabela T em duas zonas, uma de endere¢os-base, de tamanho p, e outra reservada
aos sindnimos, de tamanho s. Naturalmente, p + s =m. Os valores p e s sdo fixos. Assim sendo, a funcdo de dispersao deve obter
enderecos-base na faixa [0, p — 1] apenas. Nesse caso, a.=n/m < 1. A estrutura da tabela é a mesma que no caso do encadeamento
exterior. Dois campos tém presenca obrigatoria em cada n6. O primeiro é reservado ao armazenamento da chave, enquanto o
segundo contém um ponteiro que indica o proximo elemento da lista de sindbnimos correspondentes ao endereco-base em questao.

A Figura 10.6 ilustra um caso de tabela de dispersdo com tratamento de colisdes por encadeamento interior. Ha um total de n =
5 chaves, com uma tabela de tamanho m = 7, sendo p = 4 e s = 3. A funcdo de dispersao utilizada € h(x) = x mod 4. As setas, na
figura, indicam o endereco-base das chaves. Observe que a zona reservada as colisdes da tabela se encontra completa, o que
implica que uma nova inclusdo com enderecos-base iguais a 0 ou 3 provocara a condi¢do de overflow, apesar de a zona de
enderegos-base ainda apresentar vazios. Aumentando-se o tamanho da zona de colisdes pela correspondente diminuicdo da zona
de enderecos-base, diminui a possibilidade de ocorréncia de falso overflow. Contudo, a eficiéncia da tabela de dispersdo diminui
também. No caso limite em que p=1es=m -1, a tabela de dispersdo se reduz a uma lista encadeada, cujo tempo médio de
busca é O(n).

chaves tabela

48 03 80 31 20 chave  ponteiro

T 1 48 .

& 03 -
80 1 :|
31 -

20 - I

[

Tratamento de colisbes por encadeamento interior.

Uma outra técnica que pode ser utilizada consiste em nao diferenciar as duas zonas da tabela. Ou seja, qualquer endereco da
tabela pode ser de base ou de colisdo. Essa técnica, entretanto, produz o efeito indesejado de provocar colisGes secundarias, isto €,
aquelas provenientes da coincidéncia de enderecos para chaves que ndo sdo sindnimas. Quando ocorre alguma colisdo, a nova
chave x € inserida no primeiro espaco vazio d a partir, por exemplo, do compartimento onde ocorreu a colisdo ou do final da



tabela. Se for agora incluida uma outra chave y tal que h(y) = d, havera colisdo entre x e y. Esse fato provoca a fuséo das listas que
contém as chaves possuindo enderecgos-base h(x) e h(y), o que implica uma diminuicéo de eficiéncia.

A Figura 10.7 ilustra um caso de colisdes secundarias. Supbe-se que as chaves sejam incluidas na ordem 28, 35, 14, 70, 19,
atraves da funcdo de dispers@o x mod 7. A colisdo secundaria se verifica quando da inclusdo da chave 19, cujo endereco-base é 5.
Contudo, o compartimento 5 ja se encontra ocupado pela chave 14, com endere¢o-base diferente de 5, 0 que provoca a colisao.

Né&o ha qualquer dificuldade em detalhar o algoritmo de busca e insercdo para o caso de encadeamento interior (Exercicio
10.7), se ndo se considerar a hipotese de remocdes. Contudo, o caso da remogao de nds exige mais cuidados. Em principio, ndo se
pode, simplesmente, remover uma chave x de uma lista encadeada sem reorganizar a tabela, o que esté fora de cogitacdo. Suponha
que x esteja no compartimento d e que pertenca a lista encadeada L, sendo y a chave seguinte a x em L. Caso o0 endere¢o-base de y
seja igual a d, a remocéo da chave x de L e a correspondente sinalizacdo de que o compartimento d se encontra vazio provocardo
funcionamento errdneo da tabela. Isto é, uma busca de y teria como resposta, erradamente, sem sucesso. Para contornar esse
problema, considera-se que cada compartimento da tabela pode estar em um dos trés estados: vazio, ocupado ou liberado. No
primeiro caso, ele jamais foi utilizado para armazenar qualquer chave. O segundo indica que ele contém uma chave armazenada.
Finalmente, um compartimento torna-se liberado quando esta ocupado por alguma chave x cuja remocao € solicitada. Nesse caso,
0 nd que contém x ndo deve ser removido da lista. Contudo, posteriormente, x pode ser substituida nesse n6 por alguma outra
chave. Nessa ocasido, 0 compartimento torna-se, novamente, ocupado.

chaves tabela
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Colisdes secundarias.

O Algoritmo 10.1 implementa o procedimento de busca de uma chave x em uma tabela de disperséo T, onde as colisGes sdo
tratadas por encadeamento interior. Cada compartimento i de T possui trés campos: chave, estado e pont. T[i] . estado pode
assumir os valores ocupado e ndo ocupado. Se TJi] . estado = ocupado, entdo existe uma chave armazenada em i, no campo T[i]
.chave . Caso contréario, i encontra-se livre ou liberado. Cada compartimento i pertence a uma lista encadeada que contém as
possiveis colisdes da chave armazenada em i. Além disso, essa lista pode conter também nds ndo ocupados. Todas as listas sdo
circulares. T[i] . pont indica o n0 seguinte a i, na lista que contém i. No procedimento busca(x, end, a), o resultado é obtido atraves
dos parametros end e a. Se a = 1, entédo a chave x foi localizada no compartimento end. Se a = 2, a chave néo foi encontrada na
tabela. Nesse caso, o0 parametro end indica uma dentre as duas seguintes alternativas. Se existir algum compartimento ndo ocupado
j na lista encadeada que contém h(x), entdo end = j. Caso contrario, end = A. O algoritmo supde que a tabela tenha sido inicializada
da seguinte maneira: T[i] . estado = ndo ocupado e T[i] . pont =i, para 0 <i<m.

Algoritmo 10.1 Busca por encadeamento interior

procedimento busca(x, end, a)
a:=0; end:=h(x); j:=A
enquanto a=0 faga
se T [end] . estado = ndo ocupado entéo j :=end
se T [end] . chave =x e T [end] . estado = ocupado enté&o
a=1 % chave encontrada
sendo end := T [end] .pont
se end = h(x) entédo
a:=2; end:=j % chave n&o encontrada



O Algoritmo 10.2 descreve a inser¢do da chave x em T. A variavel j indica o compartimento onde sera efetuada a insercao.
Para efeitos da escolha de j, a tabela foi considerada como circular, isto €, 0 compartimento 0 € seguinte ao m — 1.

Algoritmo 10.2| Insercao por encadeamento interior

busca(x, end, a)
sea# 1 entéo
seend#Aentdoj:=end
sendoi:=1; j:=h(x)
enquanto i< m faga
se T [j] . estado = ocupado entédo
j==(+1)modm
=i+l
sendoi:=m+2 % compartimento ndo ocupado
sei=m+ 1 ent&o “inser¢do invalida: overflow”; pare
temp :=T [j] . pont % fusdo de listas
T[j] - pont:=T [h(x)] .pont
T [h(X)] . pont :=temp
T[j] . chave :=x % insercao de x
T[j] . estado := ocupado
sendo “insercdo invalida: chave ja existente”

Finalmente, o Algoritmo 10.3 realiza a operacéo de remocéo da chave x.

Algoritmo 10.3 Remocao por encadeamento anterior

busca(x, end, a)
se a=1entéao T [end] . estado := ndo ocupado
sendo “exclusdo invalida: chave ndo existente”

E imediato verificar que esses trés algoritmos possuem pior caso igual a O(n).

Tratamento de Colisdes por Enderecamento Aberto
O tratamento de colisdes por encadeamento utiliza listas encadeadas para armazenar chaves sindnimas. Essas listas utilizam
ponteiros, 0 que consome espaco. Com o intuito de melhor aproveita-lo, foi desenvolvido o método descrito a seguir, denominado
enderegamento aberto. A ideia bésica é armazenar as chaves sinbnimas também na tabela. Contudo, ao contrario do método de
encadeamento interior, ndo ha ponteiros. As chaves sdo armazenadas na tabela, sem qualquer informacéo adicional. Quando
houver alguma coliséo, determina-se, também por calculo, qual o proximo compartimento a ser examinado. Se ocorrer nova
colisdo com alguma outra chave armazenada nesse Ultimo, um novo compartimento é escolhido mediante calculo, e assim por
diante. A busca com sucesso se encerra quando um compartimento for encontrado contendo a chave procurada. O indicativo de
busca sem sucesso seria a computagdo de um compartimento vazio, ou a exaustdo da tabela.

Para que 0 processo possa operar, para cada chave é necessario que todos 0s compartimentos possam ser examinados. Isto &, a
funcéo de disperséo, para cada chave x, em vez de fornecer um unico endereco-base h(x), deve ser capaz de fornecer até m
enderecos-base. Com isso, a funcédo torna-se da forma h(x, k), onde k=0, ..., m— 1. Para encontrar a chave x, deve-se tentar o
enderecgo-base h(x, 0). Caso esteja ocupado por alguma outra chave, calcula-se o enderego h(x, 1), posteriormente, se necessario,
h(x, 2), e assim por diante. Por esse motivo, a sequéncia de enderecos-base h(x, k), k=0, ..., m—1 é denominada sequéncia de
tentativas. Observe que a sequéncia de tentativas h(x, 0), h(x, 1), ..., h(x, m — 1) é uma permuta¢o do conjunto {0, ..., m—1}.
Portanto, para cada chave x, a fungéo de dispersdo deve ser capaz de fornecer uma permutacdo de enderegos-base. Isto significa



que o célculo da funcao de disperséo, apresentado na Secdo 10.3, deve ser modificado de modo a torna-lo capaz de fornecer essa
permutacdo. Esse calculo sera examinado mais adiante, nesta se¢éo.

Analogamente ao caso anterior, uma funcéo de dispersdo h é dita de sequéncia uniforme quando qualquer permutacéo, dentre
as m! possiveis dos enderecos-base, tiver igual probabilidade de ser produzida por h. Isto é uma generalizag¢&o do conceito de
funcéo de dispersdo uniforme, examinado na Secdo 10.3, onde h fornecia um Unico endereco-base. As funcdes de dispersao
utilizadas na pratica ndo satisfazem a condicdo de sequéncia uniforme.

Algoritmo 10.4| Busca por enderecamento aberto

procedimento busca-aberto(x, end, a)

a:=3; k:=0
enquanto k<m faga
end := h(x, k)
se T [h(x, K)] . chave = x entéo
a=1 % chave encontrada
k:=m
sendo se T [h(x,Kk)].chave =X entdo
a:=2 % posicao livre
k:=m

sendok:=k+1

O algoritmo de busca de uma nova chave x, numa tabela de dispersdo T, decorre da explicacdo anterior. Supde-se que exista
uma funcéo de dispersdo h, a qual forneca um enderego-base h(x, k), distinto, para cadak =0, ..., m — 1. A tabela de dispersdo T
esta armazenada em alocacdo sequencial; os enderecos fornecidos pela funcao de dispersdo sdo indices da tabela, variando no
intervalo [0, m — 1]. O algoritmo utiliza o procedimento busca-aberto(x, end, a). Os pardmetros a e end indicam o resultado da
busca. Se a = 1, entdo a chave x foi localizada no compartimento end. Se a = 2 ou 3, entdo x ndo se encontra na tabela. No
primeiro caso, end indica um compartimento livre, enquanto no segundo a tabela esta completa. O algoritmo supde uma tabela de
dispersdo sem a ocorréncia de remocdes. Adota-se a seguinte inicializacdo da tabela: T[i] . chave := A, para0 <i<m.

O algoritmo de insercao ¢ bastante simples, utilizando-se o resultado da busca anterior (Exercicio 10.9). E imediato verificar
que esses dois algoritmos possuem pior caso igual a O(n). Entretanto, o nimero de tentativas (iteracGes) efetuadas €, em média,
apenas igual a 1/(1 — a), no caso de busca sem sucesso, para uma fungdo de dispersdo de sequéncia uniforme (Exercicio 10.12), e

a=n/m < 1. A determinacdo do nimero de tentativas correspondente & busca com sucesso é mais trabalhosa. O seu valor é igual a
1 1 1

« ®1-a " o admitindo que 0 <a <1, que a funcdo de dispersdo ¢ de sequéncia uniforme e que as chaves da tabela possuem
probabilidades idénticas de serem buscadas.

A remocao de chaves da tabela exige cuidados especiais. No método do enderecamento aberto, a remogdo apresenta um
problema semelhante aquele do método do encadeamento interior. Uma chave ndo pode ser removida, de fato, da tabela, pois faria
romper a sequéncia de tentativas. A solucéo é semelhante & empregada no método anterior. Cada compartimento da tabela possui
um dos trés estados: vazio, ocupado ou liberado. No primeiro caso, nunca foi utilizado; no segundo, ele armazena uma chave e, no
terceiro, ele armazenava uma chave cuja remocao foi solicitada. A remocdo da chave nédo precisa ser realizada. Contudo, a chave
que estava armazenada no compartimento liberado pode ser substituida por uma outra em uma possivel posterior inclusao,
transformando o compartimento em ocupado (Exercicio 10.10). A adocao dessa técnica exige modificacGes nos algoritmos de
busca e insercdo (Exercicio 10.11).

Segue-se a descricdo de alguns métodos para a determinagdo da sequéncia de tentativas h(x, k), k=0, ..., m — 1, para uma
dada chave x. O simbolo h’ denota um enderego-base obtido pela aplicacdo de alguma funcédo de dispersdo descrita na Sec¢do 10.3.

Tentativa Linear

Este método é de implementacdo simples. Suponha que o endereco-base da chave x é h’ (x). Agora suponha outra chave, X',
ocupando o mesmo compartimento h' (x). A ideia consiste em tentar armazenar o novo no, de chave x, no enderego consecutivo



h'(x) + 1. Se este ja esta ocupado, tenta-se h'(x) + 2, ... etc. até uma posi¢ao vazia, considerando-se a tabela circular. Entdo, a
funcdo de disperséo é

h(x, k) = (h'(x) + k) mod m, 0 <k<m-1.

Voltando ao exemplo da Figura 10.3(a), ao se acrescentar a chave 26 esta ndo podera ser armazenada em seu enderego-base 3,
passando a ocupar a primeira posicao livre, a posi¢do 4. No mesmo exemplo, a chave 72, que também tem endereco-base 3, seria
armazenada somente na posicao 6, a primeira posicao livre. Ainda na inser¢do, deve-se levar em conta também o fato de que duas
chaves, mesmo possuindo enderecos-base diferentes, podem seguir, a partir de determinado ponto, a mesma sequéncia de
tentativas. E o caso da chave 27 neste exemplo. O endereco-base é 4, porém este endereco ja esta ocupado pela chave 26. As
proximas tentativas falham novamente, e o armazenamento é feito no endereco 7. A tabela resultante e apresentada na Figura 10.8.

chaves tabela
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Tentativa linear.

Esse método apresenta o inconveniente de produzir longos trechos consecutivos de memaria ocupados, 0 que se denomina
agrupamento primario. A formag&o desses trechos decorre da maneira como séo tratadas as colisdes.

Por exemplo, suponha que exista um trecho de j compartimentos consecutivos ocupados e um compartimento vazio ,
imediatamente seguinte a esses. Entdo, na inser¢do de uma nova chave X, a ocorréncia de colisdo com alguma chave ocupando
qualquer desses j compartimentos que formam o agrupamento primario fara com que X seja armazenada no compartimento £,
aumentando o tamanho do agrupamento primario para j + 1. De fato, quanto maior for o tamanho de um agrupamento primario,
maior a probabilidade de aumenta-lo ainda mais, mediante a inser¢do de uma nova chave (Exercicio 10.13).

Tentativa Quadratica

No método anterior, as chaves tendem a se concentrar, criando agrupamentos primarios, que aumentam muito o tempo de busca.
A ideia agora € obter sequéncias de enderecos diversas para enderecos-base proximos, porém diferentes. Para isso, utiliza-se como
incremento uma funcgdo quadrética de k. A funcdo de disperséo é entdo

h(x, k) = (h'(x) + ¢, k + ¢, k%) mod m,

onde c,, ¢, sdo constantes, c,#70e k=0, ...,m—1.

Esse método consegue evitar os agrupamentos primarios da tentativa linear. Contudo, se duas chaves possuirem a mesma
tentativa inicial, entdo as duas sequéncias de tentativas serdo idénticas. Esse fato produz uma outra forma de concentracdo de
chaves na tabela, denominada agrupamento secundério. A degradacéo introduzida pelo agrupamento secundério, contudo, €
menor que a do primario.



Para aplicacdo do metodo da tentativa quadrética, os valores de m, ¢, e ¢, devem ser escolhidos de tal forma que os enderecos-
base h(x, k) correspondam a varrer toda a tabela parak =0, ..., m — 1. As equac0es recorrentes apresentadas a seguir fornecem
uma maneira de calcular, diretamente, esses enderecos.

h(x, 0) = h'(x)
h(x, k) = (h(x, k—1) + k) mod m, 0 <k <m.

Se m for poténcia de 2, entdo os compartimentos obtidos por essa recorréncia correspondem & varredura de toda a tabela
(Exercicio 10.14).

Ao se aplicar a tentativa quadrética as chaves da Figura 10.8, a tabela resultante coincide com a da figura. Entretanto, observa-
se que as chaves 26, 72 e 27, que provocam colisdes, sdo alocadas por tentativa linear apds, respectivamente, 2, 4 e 4 tentativas,
enquanto, ao serem alocadas por tentativa quadratica, as tentativas séo em numero de 2, 3 e 3.

tentativa linear: enderegobase 0

enderegobase 1

lentativa quadratica: —enderego-base 0

enderego-base 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Comparacao entre tentativas linear e quadratica.

A Figura 10.9 ilustra a sequéncia de compartimentos examinados para 0s métodos de tentativa linear e quadratica com chaves
de enderecos-base 0 e 1. Observe que, no caso da tentativa linear, a sequéncia é a mesma, a partir do compartimento 1, enquanto a
tentativa quadratica produz sequéncias diferentes.

Dispersao Dupla

O método de dispersao dupla calcula a sequéncia de tentativas de acordo com a seguinte equag&o:
h(x,k)=(h'(x) +k - h"(x)) mod m, 0 <k <m,

onde h’, h” sdo fungdes de dispersdo (Secdo 10.3).

Esse método tende a distribuir as chaves na tabela de forma mais conveniente do que os dois anteriores pela seguinte razdo. Se
X e y sdo duas chaves distintas tais que h’(x) = h'(y), entdo as sequéncias de tentativas obtidas pelos métodos da tentativa linear e
quadrética sdo necessariamente idénticas, o que ocasiona a concentracdo de chaves em trechos da tabela. No presente método, as
sequéncias de tentativas somente sdo idénticas se h'(x) = h’(y) e h”(x) = h"(y). Além disso, o método de dispersdo dupla é capaz de
gerar um nimero maior de possiveis sequéncias de tentativas distintas do que os anteriores (Exercicios 10.15 a 10.18). Sem
duvida, a dispersdo dupla é superior as tentativas linear e quadratica.

Para que os endere¢os-base obtidos da equacéo anterior correspondam a varredura de toda a tabela, é necessario que h”(x) e m
sejam primos entre si (Exercicio 10.19).

Existem diversas maneiras de assegurar essa relacdo entre h”(x) e m. Por exemplo, é comum o projeto de tabelas de dispersao
cuja dimensdo m é uma poténcia de 2. Nesse caso, basta definir a fun¢éo h” de forma a produzir nimeros impares. Ou entio, mais
simples ainda, basta definir m como primo.
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Disperséao dupla.

A Figura 10.10 ilustra um exemplo de disperséo dupla. Foi utilizada a equacéo h (x, k) = (h’(x) + k - h"(x)) mod m, comm =7,
h'(x) =x mod 7 e h"(x) = 1 + x mod 5. Observe que a chave 32 foi armazenada no compartimento O, tendo em vista que h'(32) =
h'(74)=4 e h'(32) + 1 *h"(32) =(4 + 1 * 3) mod 7 = 0. A chave 70, antes de ser armazenada no compartimento 2, colidiu com a 32
no compartimento 0 e com a 92 no 1.

Tabela de Dimensao Dinamica
Tratou-se até agora de tabelas de dimensdo estatica, onde, mesmo admitindo-se inclus@es e exclusdes de nds, 0 nimero de
compartimentos da tabela ndo variava. Essa rigidez pode causar problemas se ndo for possivel avaliar, de antemé&o, o nimero final
de elementos da tabela. Dentre as solucOes existentes para variar a dimensdo de uma tabela alocada na memaria principal, o
método de dispersao linear, que sera aqui apresentado, € bastante eficiente.

Os problemas decorrentes de um aumento na dimensao da tabela sdo 6bvios. De imediato se observa que a prépria fungéo de
dispersdo deve ser modificada, e, por conseguinte, todos 0s enderecos de nos ja armazenados. Uma ideia interessante é entdo
alterar apenas parte dos enderecos ja alocados, como adotado pelo método de dispersdo linear.

Considere uma tabela de disperséo consistindo em m compartimentos 0, ..., m — 1. O método de dispersdo linear aumenta o
espaco de enderecamento gradualmente, expandindo inicialmente o compartimento 0, depois 0 compartimento 1, e assim
sucessivamente. Expandir um compartimento p significa definir um novo compartimento q no final da tabela, denominado
expansdo de p. O conjunto de chaves sinbnimas, originalmente com enderego-base p, é entdo distribuido entre os compartimentos
p e g de forma conveniente. Quando todos os compartimentos tiverem sido expandidos, o tamanho da tabela tera sido dobrado e o
processo, se e quando necessario, poderd ser recomecado. A Figura 10.11 apresenta um exemplo para m = 5. O ponteiro p indica 0
préximo compartimento a ser expandido.
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Tabela de dimensao dinamica.

Como o enderegamento € mantido ao longo do processo? Observe a Figura 10.11. Quando a tabela possui tamanho 5, 0s
enderecos-base podem ser encontrados com a fungéo h, (x) = x mod 5, por exemplo. Quando o tamanho da tabela tiver sido
dobrado, as chaves serdo enderegadas com a fungéo h, (x) = x mod 10. Antes que 0 processo tenha terminado, entretanto, o que
acontece? Para pertencer ao compartimento 0, segundo a fungéo h,, o ltimo digito da chave deve ser 0 ou 5. Segundo a funcéo h,
(x), as chaves com ultimo digito zero continuardo pertencendo ao compartimento 0, enquanto aquelas com altimo digito 5 irdo
para 0 novo compartimento. Nenhum dos registros que seriam alocados nos compartimentos 1, 2, 3 ou 4 sofre alteragfes. Entéo,
dada uma chave x, computa-se h, (x). Seja p 0 menor compartimento ainda ndo expandido. Se h, (X) < p, 0 compartimento
correspondente ja foi expandido; o endereco correto é entdo recalculado com a fungéo h; (x). Note-se que, quando toda a tabela
tiver sido expandida, todos os enderecos serdo calculados por h; (x). De maneira geral, é necessario conhecer £, o nimero de vezes
que a tabela foi duplicada. A fungdo de dispersao é entdo fornecida por h, = x mod (m x 29).



O procedimento mapear, visto a seguir, calcula o endereco-base da chave x na tabela de dispersao. Duas variaveis sdo
importantes no processo: p, que aponta o proximo compartimento a ser expandido, e €, que indica o nimero de vezes que a tabela
foi expandida a partir de seu tamanho minimo m. Inicialmente, £ =0 ¢ p = 0.

Algoritmo 10.5 Calcular o endereco da chave x
procedimento mapear(x, ender, p, £)
ender :=h, (X)
se ender < p entéo
ender :=hg,, (X)

O tratamento de colisdes no método de dispersao linear, comumente utilizado, é por encadeamento exterior. Desta forma, ao
se expandir um compartimento, é necessario somente o reajuste de ponteiros da lista de n6s. O tamanho médio das listas
encadeadas cresce com o fator de carga da tabela. Como o percurso de listas encadeadas muito grandes torna a busca pouco
eficiente, é justificavel o emprego do método da dispersao linear toda vez que o fator de carga atingir um limite determinado.
Quando este fato ocorrer, 0 compartimento apontado por p serd expandido. Com isto, o fator de carga retornara ao limite aceitavel.
Assim, o processo de duplicacdo da tabela é executado lentamente, sem reestruturar toda a tabela de uma so vez.

Observe que esse método nao seria eficiente caso as colisdes fossem tratadas por encadeamento interior ou enderegcamento
aberto. Nestes, as listas de chaves com o mesmo endereco-base ndo estdo claramente definidas, o que implicaria acréscimo de
testes. Além disso, como as chaves estdo armazenadas na prépria tabela, o0 movimento de nds se faz por copia e ndo por alteracdo
de ponteiros, outro fator de possivel reducédo de eficiéncia.

A implementacdo de tal processo requer um vetor de ponteiros que possa ser expandido e contraido. Algumas linguagens de
programac&o oferecem esse recurso. Outra solucéo é utilizar uma estrutura de armazenamento em dois niveis, conforme descrito a
sequir.

A tabela corresponde a uma estrutura denominada seg, composta por segmentos de tamanho fixo m. Um diretério dir controla
0s segmentos em uso. O diretdrio é alocado estaticamente, enquanto a alocacdao dos segmentos € dindmica durante o processo de
expansdo. Cada segmento utilizado € associado a um elemento do diretério, o qual aponta este segmento.

Cada posigdo de um segmento aponta um compartimento da tabela. Essa posicao &, na realidade, um ponteiro para a lista
encadeada de sindbnimos, relativos ao compartimento em questao, visto que se utiliza o encadeamento exterior. Observe a Figura
10.12. O segmento apontado por dir[0] contém um vetor de ponteiros para as listas das chaves com enderec¢o-base no intervalo [0,
m — 1]. De modo geral, dir[K] indica o segmento onde se localizam as chaves com enderecos-base em [km, (k + 1)m — 1]. Isto
significa que a numeracdo dos compartimentos segue sequencialmente, inclusive nos pontos de mudanga de segmentos.

dir seé:

L=

-
—{ 1=

JE -

[ s s B

A estrutura em dois niveis.

Para localizar a lista que contém as chaves de um certo compartimento p, deve-se proceder da seguinte maneira. Determinar,
inicialmente, o elemento no diretério que aponta o segmento contendo p. Esse elemento corresponde ao indice id = l p/m J no
diretdrio. Calcular, em seguida, o indice no segmento correspondente a p. Este valor € is = p mod m. Finalmente, o ponteiro para a
lista desejada é dir[id] 1. seg[is].



O procedimento expandir efetua a expansdo do compartimento p. Ele contém chamadas a trés outros procedimentos: reservar,
lista- encadeada e atual. O primeiro destes aloca uma area de tamanho m no endere¢o apontado por pt. Essa operacao corresponde
ao Algoritmo 2.28 da Sec¢do 2.8. O procedimento lista- encadeada constrdi a lista contendo as chaves alocadas ao compartimento
expanséo de p. Os enderegos-base das chaves x localizadas na lista de p séo recalculados, mediante a funcéo h., (x). Se esse
endereco se manteve inalterado, a chave x ndao sofre movimentacdo. Caso contrario, x sera transferida para a nova lista encadeada
relativa a expansao de p. O procedimento atual determina o préximo compartimento a ser expandido apos p. Este sera igual a p +
1, exceto nos pontos de duplicagdo da tabela, quando o processo é reiniciado com p = 0. As variaveis id e id1 representam 0s
indices no diretorio para a localizacdo de p e sua expansao, respectivamente. Por outro lado, o indice de p no segmento coincide
com o de sua expansdo, sendo seu valor denotado por is. Entdo 0 <id, id1 < tamdir é 0 <is < m, onde tamdir € o tamanho do
diretorio. Finalmente, seja pt um ponteiro para 0 n6 que contém a chave x nas listas encadeadas. Entéo, pt 1. chave = x e pt 1. prox
indica o proximo nd da lista de sindbnimos de x. A chamada externa € expandir (p, ), a qual deve ser realizada toda vez que se
desejar expandir um compartimento. O valor inicial ép=£=0.

Algoritmo 10.6 Expansao do compartimento p

procedimento expandir(p, )
idl ::[ p/mJ +2% is:=pmodm
se idl < tamdir entédo
seis=0entédo

reservar(m, pt) % construido novo segmento
dir[id1] := pt % ponteiro para novo segmento
lista-encadeada(p, £)
atual(p, ¢)

sendo “diretdrio esgotado”
procedimento lista-encadeada(p, ¢)
id:=| p/ml; id1:=id+ 20

is:=p mod m
pt = dir[id] 1. seg[is] % ponteiro lista p
dir[id1] 1. seg[is] :=A % ponteiro lista expanséo
enquanto pt £A fagca
se h,,, (pt 7. chave) # is entdo % transferir nd

se pt = dir[id] 1. seg[is] entao
dir[id] 1. seg[is] := pt 1. prox
sendo ant 1. prox := pt 1. prox % remocdo da lista
pt 1. prox :=dir[id1] 1. seg[is]
dir[id1] 1. seg[is] := pt % inclusdo na lista expanséo
ant :=pt
pt := pt 1. prox
procedimento atual(p, £)
p=p+l
sep=m-+2'entdo % tabela duplicada
L=0+1
p:=0
A complexidade do algoritmo de expansao € linear no nimero de nos da lista encadeada do compartimento p.
A contragdo de compartimentos € a operacao inversa da expansdo. Inicialmente, os parametros p e £ sdo ajustados.
Posteriormente, o Ultimo compartimento é eliminado através da transferéncia de suas chaves para o compartimento indicado por p.
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Exercicios

10.1 Suponha um conjunto de n chaves x formado pelos n primeiros multiplos do nimero 7. Quantas colisdes seriam
obtidas mediante a aplicacdo das funcgdes de disperséo seguintes?

xmod 7.
x mod 14.
(iii) x mod 5.

10.2 Responder se € certo ou errado:

O fator de carga de qualquer tabela de dispersao é no maximo 1.

*10.3 Seja X um conjunto de n chaves e h: X — [0, m] uma funcéo de dispersdo uniforme. Mostrar que a probabilidade de
que h ndo produza colisdes €é igual a

Umteme(m-—1)e...(m-—n+1).

10.4 Suponha um conjunto de chaves decimais para as quais se deseja aplicar uma funcao de disperséo utilizando o
método da andlise de digitos. Supondo que a tabela seja de dimensdo m, com enderecos no intervalo [0, m — 1], determinar
o valor k de digitos a serem escolhidos pela funcéo.

10.5 Descrever algoritmos de busca, insercéo e remogao em uma tabela de dispersédo com tratamento de colisdes pelo
método de encadeamento exterior.

10.6 Responder se € certo ou errado:

Numa tabela de dispersdo que resolve colisdes por encadeamento exterior, a complexidade média de uma busca sem
sucesso é igual a complexidade média de inclus@o de uma nova chave.

10.7 Descrever algoritmos de busca e insercdo em uma tabela de dispersdo com tratamento de colis6es por
encadeamento interior, supondo a ndo existéncia de exclusoes.

10.8 O Algoritmo 10.2, de insercdo por encadeamento interno, efetua a fusdo das listas circulares encadeadas que
contém, respectivamente, o n6 h (x) e o nd j onde serd realizada a inser¢do. Contudo, o algoritmo somente efetua a fusdo se
as listas ndo coincidirem. Responder:

Como o algoritmo efetua a verificagao de coincidéncia entre as listas?
O que aconteceria se a fuséo fosse realizada entre duas listas coincidentes?

10.9 Descrever um algoritmo de inser¢do em uma tabela de disperséo por encadeamento aberto, supondo a ndo
existéncia de remocoes.

10.10 Descrever um algoritmo de remocao em uma tabela de dispersdo por enderecamento aberto, supondo que cada
compartimento possa estar nos estados vazio, ocupado ou liberado.

10.11 Descrever algoritmos de busca e inser¢do em uma tabela de dispersao por enderecamento aberto, supondo as
condi¢des do exercicio anterior.

*10.12 Mostrar que, numa tabela de dispersdao onde as colisdes sdo tratadas por enderecamento aberto, a fun¢do de
dispersao ¢ de sequéncia uniforme e a < 1, o numero de tentativas efetuadas ¢, em média, igual a 1/(1 — o).

10.13 Suponha a aplicacdo do método de enderecamento aberto por tentativa linear, o qual utiliza uma funcéo de
dispersdo uniforme. Seja um agrupamento primario de tamanho j, isto €, composto por j compartimentos consecutivos
ocupados. Mostrar que a probabilidade de o tamanho do agrupamento aumentar para j + 1, em uma insercao, é igual a (j +
1)/ 2.
+10.14 Considere as seguintes equagdes recorrentes para a determinagdo de h(x, k):

h(x, 0) = h'(x)

h(x, k) = (h(x,k—1) +k)ymod m, 0 <k <m,
onde h’(x) é um valor entre 0 e m — 1, e m é poténcia de 2.

Pede-se:

Mostrar que essas equagdes satisfazem os valores de enderecos obtidos pela tentativa quadratica. Isto é, mostrar que
existem constantes c,, C, tais que o valor h(x, k) anterior satisfaz
h(x, k) = (h'(x) + ¢, k + ¢, k%) mod m.
Mostrar que os valores h(x, k), obtidos pela recorréncia, correspondem a varredura de toda a tabela, isto é, todos os
m valores h(x, k) sdo distintos, 0 <k <m.

°10.15 Mostrar que o método da tentativa linear gera ndo mais do que m sequéncias de tentativas, para uma dada chave x.

°10.16 Mostrar que o método da tentativa quadratica gera ndo mais do que m sequéncias de tentativas, para uma dada
chave x.




+10.17 Mostrar que o método da dispersdo dupla gera ndo mais do que m? sequéncias de tentativas, para uma dada chave x.
10.18 Que conclusdes podem ser obtidas dos trés exercicios anteriores, relativas a possibilidade de obtencao de fungdes
de dispersdo de sequéncia uniforme, mediante a utilizacdo dos métodos correspondentes?
*10.19 Mostrar que, se m e h”(x) admitem um divisor comum d, entdo a sequéncia de tentativas obtidas mediante os
enderecos-base h(x, k) = (h'(x) + k *h”(x) mod m), 0 <k < m examinara apenas uma fracdo igual a 1/d da tabela de
dispersao.
*10.20 Suponha uma busca sem sucesso efetuada em uma tabela de dispersao, com tratamento de colisdes por dispersao
dupla utilizando uma funcéo de sequéncia uniforme. Mostrar que o nimero médio de tentativas efetuadas € 1/(1 — a), o <
1.
*10.21 Suponha uma busca com sucesso efetuada em uma tabela de dispersao, com tratamento de colisdes por dispersdo
dupla, utilizando uma funcgéo de sequéncia uniforme. Mostrar que o nimero medio de tentativas efetuadas €
ilog] —]rx +E,(}<a<l,
10.22 Dado o valor m = 3, a funcdo de dispersao h, = xmod(m ¢ 2%) e as chaves x de valores 23, 4, 55, 12, 5, 8, 90, 34, 54,
2,45 e 67, construir a tabela de dispersdo correspondente a todas as expansoes para 0 < £ <2,
10.23 Escrever um algoritmo para efetuar a contragdo de um compartimento de uma tabela de dispersdo dinamica
utilizando a estrutura de dados detalhada na Secgéo 10.6.

Notas Bibliograficas

Quem primeiro concebeu a técnica de tabelas de disperséo foi H.P.Luhn, em 1953, segundo Knuth. Ja em 1975, Maurer e Lewis [Ma75] descreveram
0s principais conceitos e indicaram as referéncias fundamentais. Lewis e Cook [Le88] atualizaram estes conceitos, discutindo também novas técnicas.
As tabelas de dimensé&o dindmica alocadas em memoria principal, apresentadas na Secdo 8.6, foram introduzidas por Larson [La88].

Knuth [Kn73], Gonnet e Baeza-Yates [G091] e Reingold e Hansen [Re83] séo textos indicados para o estudo de tabelas de dispersao.



Capitulo 11

Busca Digital

Introducao

No problema geral de busca, admite-se que existe um conjunto de chaves S = {s,, ..., S,} € um valor x correspondente a uma chave
que se deseja localizar em S. Os métodos até agora examinados neste texto consistiam em estruturar S de alguma forma
conveniente e, através de comparacdes de x com chaves s; de S, tentar localizar x em S. Nesses métodos, cada chave s;, bem como
a chave desejada x, é tratada como um Unico elemento indivisivel. Dessa forma, quando se fazia uma referéncia a comparacéo do
valor de x com o de s;, assumia-se que o valor global de x era comparado com o de s;. Admitia-se também, implicitamente, que o
tamanho de cada chave permitia o seu armazenamento em memaria do computador (priméaria ou secundaria) de forma eficiente.
Isto é, o tamanho de cada chave ndo excedia o da palavra, ou unidade correspondente, do computador considerado, de modo a
possibilitar a manipulacéo eficiente das chaves. Finalmente, as estruturas empregadas na busca, descritas nos capitulos anteriores,
possuiam como restricdo que as chaves fossem todas de mesmo tamanho. Se esse fato ndo ocorresse, 0 tamanho da maior chave
seria tomado como padrdo, completando-se as demais com caracteres extras até que o tamanho padréo fosse atingido.

Nem sempre, entretanto, essas premissas se verificam. Em alguns casos praticos as chaves podem possuir tamanhos diferentes
e, alem disso, os tamanhos podem ndo permitir um armazenamento de cada chave em uma palavra de computador. Como
exemplo, suponha que se deseje armazenar um texto literario em computador para, em seguida, tentar localizar frases nesse texto.
Neste caso, 0 conjunto S das chaves corresponderia as frases armazenadas, cada s; uma frase passivel de ser buscada.
Naturalmente, as chaves podem assumir tamanho bastante diverso e, de um modo geral, ndo seria possivel armazenar cada chave
em uma palavra de computador.

A casos como este as técnicas até 0 momento examinadas ndo se aplicam. Um outro tipo de busca, denominada busca digital,
é mais apropriado. Este capitulo é dedicado ao estudo dessa técnica. Na proxima se¢do examina-se a estrutura basica na qual uma
busca digital é efetuada, a arvore digital. Em seguida, na Secdo 11.3 é descrita a arvore digital binaria, possivelmente o caso mais
importante da arvore digital. Finalmente, a Secdo 11.4 é dedicada ao estudo da arvore Patricia, que € uma implementacdo eficiente
da arvore digital binaria.

A Arvore Digital
A diferenca basica entre a busca digital e aquela examinada nos capitulos anteriores é que a chave, na busca digital, ndo é tratada
como um elemento Unico, indivisivel. Isto é, assume-se que cada chave é constituida de um conjunto de caracteres ou digitos
definidos em um alfabeto apropriado. Em vez de se comparar a chave procurada com as chaves do conjunto armazenado, a
comparacdo é efetuada, individualmente, entre os digitos que comp&em as chaves, digito a digito. No exemplo do texto literario,
mencionado na secdo anterior, em que as chaves eram formadas por frases do texto, um desmembramento natural dessas chaves é
decomp6-las nas letras que as formam e efetuar a busca de cada frase, letra a letra. Sera examinada aqui uma estrutura que permite
a busca de qualquer chave em um numero de passos igual ao tamanho da chave.

Seja’S = {s,, ..., s,} um conjunto de n chaves em que cada s; € formada por uma sequéncia de elementos d; denominados
digitos. Supde-se que existe, em S, o total de m digitos distintos, cujo conjunto forma o alfabeto de S. Os digitos do alfabeto
admitem a ordenacédo d, < ... <d,. Os p primeiros digitos de uma chave formam o prefixo de tamanho p da chave. No exemplo do
texto literario, S é o conjunto de frases do texto, s; é cada frase (passivel de ser buscada) e n € o nimero de frases. Se as frases
forem decompostas em letras, cada uma destas corresponde a um digito do alfabeto. O valor de m é 26, supondo-se que todas as
letras sejam utilizadas. A ordenacédo dos digitos corresponderia a ordenacédo alfabética.



Uma &rvore digital para S é uma arvore m-aria T, ndo vazia, tal que:
(i) Se umno v € o j-ésimo filho de seu pai, entdo v corresponde ao digito d; do alfabeto S, 1 <j <m.
(i) Para cada né v, a sequéncia de digitos definida pelo caminho desde a raiz de T até v corresponde a um prefixo de
alguma chave de S.

Decorre dessa defini¢do que a raiz de uma arvore digital sempre existe e ndo corresponde a qualquer digito do alfabeto.

Uma forma natural de decompor chaves constituidas de palavras é através das letras que as compdem. Observe o0 exemplo da
Figura 11.1. O alfabeto é {e, r, s}. Portanto, m = 3 e a ordenacdo alfabética indica e < r <s. A figura ilustra um conjunto de chaves
e uma arvore digital para essas chaves. E uma arvore ternaria. O digito correspondente a cada né encontra-se representado na
aresta entre o né e seu pai. E simples verificar que a condicéo (i) ¢ satisfeita, pois os digitos e, r e s aparecem, respectivamente, em
nos correspondentes ao primeiro, segundo e terceiro filhos de seus pais. Além disso, 0 caminho desde a raiz até qualquer no
corresponde a um prefixo de algumas das chaves do conjunto. Reciprocamente, todo prefixo corresponde a um desses caminhos.
Entdo (ii) também ¢ satisfeita.

A condicdo (i) da definicdo da arvore digital implica que o j-ésimo filho de um n6 qualquer da arvore, se existir, corresponde
exatamente ao digito d;. Conhecendo este fato, podem-se simplesmente eliminar as informagGes dos nos, pois sdo implicitos pelo
formato da &rvore.

Em toda arvore digital existe um né diferente que corresponde a cada chave do conjunto. Na Figura 11.1, por exemplo, o nd
assinalado com (*) corresponde a chave serre. Em uma implementacdo da arvore digital, esse né poderia conter um ponteiro para
localizar a informacéo cuja chave é igual a serre. A arvore digital se constituiria, pois, em uma arvore de ponteiros. N6s que nao
correspondessem ao ultimo digito de uma chave valida conteriam um ponteiro nulo.

Uma vez construida a arvore, o processamento da busca é simples. Suponha que a chave procurada seja x = seres. Inicia-se
pela raiz. O primeiro digito da chave € s, 0 que leva ao terceiro filho da raiz. O préximo é o digito e, o que indica o caminho da
esquerda. O seguinte € r, correspondente ao filho do centro. Na sequéncia de x, encontra-se o digito e, por isso, a busca prossegue
para a esquerda. Finalmente, o Ultimo digito s conduz ao filho direito. A sequéncia de digitos, desde a raiz até esse ultimo no, é
igual a seres; a chave, portanto, foi localizada. Se a chave a ser localizada fosse sr, a busca terminaria sem sucesso, pois o né-filho
da raiz correspondente ao digito s ndo possui filho direito.

(a)

Arvore digital.

Observe que a busca descrita localiza também prefixos de chaves validas, que por si sé ndo sao chaves validas. Por exemplo,
se X = er, a busca terminaria com sucesso no no assinalado com (**). Assim, se se admitir a busca de chaves ndo validas sera
necessario também examinar o contetdo do n6 v correspondente ao Ultimo digito de x. Se v ndo for terminal de alguma chave do
conjunto, entdo x € invalida.

O exemplo anterior indica como proceder para escrever o algoritmo de busca. No algoritmo, sup8e-se que a arvore digital m-
aria T se encontra armazenada da seguinte maneira. Cada né v, apontado por pt, pt# A, possui m filhos ordenados, apontados por pt
1. pont[1], ..., pt 1. pont[m], respectivamente. Se algum i-ésimo filho deste nd esta ausente, entdo pt 1. pont[i] = A. Se v for nd
terminal de alguma chave, ent&o pt 1. info = terminal. Caso contrario, pt 1. info = ndo terminal. A chave x a ser procurada possui k



digitos, denotados por d[1], ..., d[K]. O par&metro pt indica o nd corrente da arvore, em exame, enquanto £ e a indicam o resultado
da busca. O valor retornado por £ ¢ o tamanho do maior prefixo de x que coincide com um prefixo de alguma chave. Esse prefixo
é obtido percorrendo-se a arvore desde a sua raiz até o n6 w apontado por pt, ao final do processo. Se a = 1, a chave foi encontrada
no né w. Caso contrario, a = 0. A variavel ptraiz armazena um ponteiro para a raiz. A chamada externa é buscadig(x, pt £, a), com
pt = ptraiz, L =a=0.

Algoritmo 11.1 Busca digital

procedimento buscadig(x, pt, €, a)
se [ <kentéo
seja j a posicao de d(€ + 1) na ordenagdo do alfabeto
se pt 1. pont[j ] #A entédo
pt:=ptt.pont[j]; ¢:=C+1
buscadig(x, pt, €, a)
sendo se pt1.info=terminal entdoa:=1
Para incluir uma nova chave x = d(1), ..., d(k) numa arvore digital m-aria, utiliza-se o Algoritmo 11.1 de busca. Se x foi
localizado na arvore, entdo a inclusdo é invalida. Caso contrario, a busca determina o né w da arvore, apontado por pt, tal que o
caminho da raiz até w corresponde ao maior prefixo de chave que coincide com x. O tamanho | desse prefixo também é conhecido.
Seja j a posicdo de d(¢ + 1) na ordenagdo de digitos. Entdo, um novo no ¢ incluido na arvore, de modo a se constituir o j-€simo
filho de w. O processo se repete até que todos os digitos da chave tenham sido esgotados.

Algoritmo 11.2 Inclusdao em arvore digital

pt:=ptraiz; £:=a:=0
buscadig (x, pt, €, a)
sea=0entédo
parah=0+1, ..,k faga
seja j a posicao de d(h) na ordenag&o do alfabeto
ocupar(ptz)
parai=1, .., m fagaptz 1. pont[i] :=A
pt 1. pont[j] := ptz; ptz 1. info := nédo terminal
pt := ptz
pt 1. info ;= terminal
sendo “inclusdo invalida”
Para construir uma arvore digital, pode-se utilizar o Algoritmo 11.2 de inclusé&o. Iniciando-se por uma arvore contendo
unicamente a raiz, 0 processo consiste em incluir suas chaves uma a uma.
E simples determinar a complexidade do processo de busca. O niimero de iteragdes efetuadas é igual ao tamanho k da chave,
no méaximo. Em cada iteracdo, todas as opera¢des podem ser efetuadas em tempo constante, exceto determinar o valor j
correspondente a posicao do digito corrente na ordenagdo do alfabeto. Esse valor pode ser determinado, sem dificuldade, em
tempo O(log m) por iteracéo, através de uma busca binaria. Se m = 1, o algoritmo efetua k passos. A complexidade do algoritmo é
entdo O(k(log m + 1)). Contudo, na maioria dos casos praticos o valor de m é pequeno. Nessa situacdo, a representacéo binaria de
cada digito pode ser utilizada para determinar, diretamente, a sua posi¢do na ordenacgdo do alfabeto. Com essa premissa, a
complexidade do algoritmo cai para O(k).
Para determinar a complexidade da inclusdo, decompde-se o tamanho k da chave x, a ser incluida, em duas partes k; e k, (k; +
k, = k). O inteiro k; corresponde ao tamanho do maior prefixo comum a x e a alguma outra chave da arvore. O valor k, fornece,
entdo, o nimero de nds a serem incluidos na arvore resultante da inclusdo da chave x. Cada né incluido requer O(m) operac@es. O
algoritmo de inclusdo produz k, iterac6es do procedimento buscadig. Logo, a complexidade total €éO(k; log m + k, m).



Observa-se da expressao anterior que a complexidade da busca independe do nimero total de chaves (e do tamanho do
arquivo). Deve-se recordar que os métodos classicos de busca ndo possuem essa propriedade. Na busca digital, a complexidade
depende tdo somente dos tamanhos da chave e do alfabeto. Essa caracteristica torna o presente método de busca uma base
importante para o tratamento de grandes arquivos.

Uma outra vantagem desse método € que as chaves podem possuir tamanho arbitrario e variavel. A complexidade da busca
reflete apenas o tamanho da chave procurada.

Uma propriedade interessante dessa busca é que, ao localizar um certo prefixo x, terdo sido localizadas todas as chaves do
arquivo cujo prefixo € igual a x. Estas encontram-se na subarvore de raiz x. Tal propriedade pode ser Gtil em aplicacGes na area de
linguistica, onde os prefixos podem representar fonemas, palavras ou sentencas.

Contudo, apesar das vantagens mencionadas, uma aplicacdo direta da arvore digital é, por vezes, inviavel. O problema é a
excessiva quantidade de memoria utilizada. Por exemplo, se houver n chaves de tamanho (méximo) t com prefixos distintos, entéo
uma arvore digital m-aria necessitaria de espaco O(n m t). Para atenuar o problema do espacgo consumido, uma alternativa é
realizar uma implementagdo um pouco mais elaborada. Por exemplo, os ponteiros que contém A, correspondentes a subarvores
vazias, podem ser eliminados se cada conjunto de n6s-irmaos da arvore for agrupado em uma lista circular. Nesse caso, haveria
um tempo adicional para localizar o né desejado nessa lista. Para que 0 esquema possa operar serd necessario, também, armazenar
as informacdes correspondentes aos digitos na arvore. Note-se que essa informacao poderia ser suprimida na implementagéo
direta. Nas proximas secBes serdo examinadas variagOes da arvore digital mais eficientes em relagdo ao espago consumido.

Intuitivamente, a técnica da arvore digital é tdo mais eficiente quanto maior for a quantidade de chaves com prefixos comuns.
Uma arvore digital que possua muitos zigue-zagues quase sempre € ineficiente. (Um zigue-zague de uma arvore T é uma
subarvore parcial cujos n6s possuem um unico filho em T.) A arvore da Figura 11.1 contém varios zigue-zagues; por exemplo, o
caminho que corresponde a chave reses.

Arvore Digital Binaria
Uma arvore digital binaria €, simplesmente, o caso binario da arvore digital, ou seja, uma arvore digital m-aria com m = 2. Nesse
caso, representa-se o alfabeto por {0, 1}. Assim sendo, uma arvore digital € uma arvore binaria e cada chave ¢ uma sequéncia
binaria. A selecdo do filho esquerdo de um nd é interpretada como o digito 0, e o direito como 1. A Figura 11.2 mostra um
exemplo. O nd assinalado com (*) na figura corresponde a chave 00010.

A maior utilizacdo das arvores digitais se da, possivelmente, nesse caso binario. Chaves ou cddigos binarios sdo os mais
empregados na computagdo. Além disso, 0 numero de ponteiros vazios € menor no caso binario (Exercicio 11.3). Contudo, a
possivel formacdo dos indesejaveis zigue-zagues ainda permanece. Por exemplo, para atingir as chaves 0101100 ou 0101101
percorre-se 0 zigue-zague correspondente ao trecho do terceiro ao sexto nd na busca. Na secéo seguinte sera examinada uma
variacdo da arvore digital binaria que elimina a formacdao de zigue-zagues.

00

0000
00010
00011
0101100
0101101
10

101
1010

(a)




Arvore digital binaria.

s, 0

s, - 1000
55 - 10010
s, - 11100
s, - 11101

(b)

Arvore binéria de prefixo.

Observando-se a Figura 11.2, nota-se que existem chaves binarias que sdo prefixos de outras da colecdo. Por exemplo, a chave
00 ¢ prefixo da chave 00010. Isto é equivalente a dizer, na arvore digital, que o caminho da raiz até o n6 (**) correspondente a
chave 00 é parte daquele até o n6 (*), que, por sua vez, corresponde a 00010. Frequentemente, para melhor manipular a estrutura
deseja-se que tal situacdo nao aconteca. Define-se, entdo, uma arvore binéria de prefixo como uma arvore digital binaria tal que
nenhum codigo seja prefixo de outro. A arvore da Figura 11.2 ndo é de prefixo, mas a da Figura 11.3 é.

Uma propriedade interessante da arvore binaria de prefixo € que hd uma correspondéncia entre o conjunto das chaves e o das
folhas da arvore. Isto ¢, cada chave é unicamente representada por uma folha e a codificac¢do binaria dessa chave corresponde ao
caminho da raiz até essa folha. As arvores de prefixo sdo utilizadas também em aplicacdes de codificacdo com o objetivo de
definir cddigos apropriados para um dado conjunto de simbolos.

Arvore Patricia
A &rvore Patricia é construida a partir da arvore binaria de prefixo. Seja um conjunto de chaves {s,, ..., s,} de valores binarios
tais que nenhuma chave seja prefixo de outra. Considere a arvore binaria de prefixo correspondente a essas chaves, como a da
Figura 11.3. As chaves validas se encontram nas folhas da arvore. Admita, inicialmente, que a chave procurada x seja sempre
valida. Suponha, agora, que se deseja buscar a chave x = s, na arvore. A partir do valor binario de x, o algoritmo percorrera o
caminho 11100 na arvore, iniciando pela raiz. Observe que esse caminho contém o zigue-zague formado pelos vértices vy, v,
assinalados. Se x é uma chave valida, apds se assegurar de que os dois primeiros digitos de x sdo 11 ndo ha alternativa para os dois
seguintes, pois correspondem a n6s com um unico filho. Assim sendo, a busca poderia eliminar o terceiro e o quarto teste de
digitos, pois, forcosamente, produzirdo 10. Ou seja, do segundo digito da chave poderia se prosseguir diretamente para o quinto. A
ideia, pois, seria colocar uma informacéo (rétulo) no no correspondente ao segundo digito da chave 11100 para que a busca
prosseguisse para o quinto digito. Isso corresponde a eliminar o zigue-zague. A arvore Patricia é obtida dessa forma.

Uma arvore Patricia T é aquela em que cada veértice v possui um rétulo r(v), sendo obtida a partir de uma arvore binaria de
prefixo H com mais de um no pela realizagdo da seguinte operacdo para cada zigue-zague v, ..., v, de H. Se v, é uma folha,
relativa a chave s;, deve-se entdo compactar v,, ..., v, em v, e definir r(v,) = s;. Caso contrario, v, possui o filho w, deve-se
compactar vy, ..., Vi, w em v, e definir r(v,) = nivel, (v;) + k. Se algum vértice v de T permaneceu sem rétulo, definir r(v) = nively,
(v). Se H consistir em um Unico ng, entdo T é vazia.

A Figura 11.4 ilustra a arvore Patricia obtida da arvore binaria de prefixo da Figura 11.3. Por exemplo, 0s nos v, v, constituem
um zigue-zague, nivel(v,) = 3 e v, possui o filho w. Entdo v,, v,, w sdo compactados em v,, o qual recebe rétulo 5.

Observe que a arvore Patricia é estritamente bindria, pois ndo possui zigue-zagues.

Os rotulos da arvore Patricia T foram definidos de modo a satisfazer a seguinte propriedade. Em uma busca da chave x, o
rotulo de um no v, ndo folha, é o indice do digito de x relativo a v. Assim sendo, se v é pai do n6 interno w, a diferenca r(w) — r(v)
indica 0 numero de comparages de digitos que podem ser eliminadas devido a existéncia, na arvore de prefixo correspondente, de



um zigue-zague com r(w) — r(v) — 1 vértices. Por exemplo, na Figura 11.4 o no de rétulo 2 possui filho direito com rétulo 5. Logo,
se a chave procurada x se iniciar com 11, pode-se prosseguir diretamente para o quinto digito de x, pois o terceiro e o quarto
formam um zigue-zague.

Essa observacao € a base do algoritmo de busca em uma arvore Patricia T. Seja x a sequéncia binaria d(1), ..., d(k) que se
deseja buscar. Iniciando pela raiz de T, supBe-se que o n6 v de T tenha sido atingido em algum momento. Se v € uma folha, entdo a
busca esté encerrada. Se x = r(v), a chave foi localizada; caso contrario, x é invalida. Se v ndo é folha, deve-se testar o r(v)-ésimo
digito de x, alcancando o filho esquerdo ou direito de v, se 0 mesmo for 0 ou 1, respectivamente. Se ndo existir tal digito, k < r(v).
Nesse caso, X ndo corresponde a uma chave, pois a busca se encerrou em um né interno. Se x for um prefixo valido, a subarvore de
raiz v corresponde ao conjunto de chaves que possuem x como prefixo.

O algoritmo &, pois, bastante simples. A notacao utilizada é a usual, sendo criado um campo para implementar o rétulo r. O
ponteiro ptraiz indica a raiz de T. Os parametros a e pt indicam o resultado da busca. O nd w, onde a busca se encerrou, é
apontado por pt. Se a = 1, entdo w é uma folha. Nesse caso, x € uma chave valida se x = r(w), e invalida caso contrario. Se a = 2,
entdo w ndo ¢ folha e, consequentemente, x ndo é uma chave de T. A chamada externa € buscapat(x, pt, a), sendo pt = ptraiz.

Arvore Patricia.

Algoritmo 11.3 Busca em arvore Patricia

procedimento buscapat(x, pt, a)
septf.esq=Aentdoa.=1
sendo sek:ptf.rentdoa:=2
sendo sed[ptt1.r]=0entdo
pt :=pt 1. esq
buscapat(x, pt, a)
sendo pt :=pt 1. dir
buscapat(x, pt, a)

Como exemplo do Algoritmo 11.3, considere a busca da chave 11100 na &rvore Patricia da Figura 11.4. O rotulodaraizé 1, e
d(1) = 1 significa que o né a foi atingido. O seu rotulo é 2 e d(2) = 1 dirige a busca para o n6 b de rétulo 5. Finalmente, d(5) =0 e
0 processo termina com a informacao de que x foi localizado em s,. Se o exemplo x fosse 111000, 111001, ou qualquer sequéncia
que possua 11100 como prefixo, ter-se-ia 0 mesmo resultado. Contudo, como s, € uma folha, sabe-se que s6 ha uma chave valida
cujo prefixo corresponde ao caminho seguido na arvore pela busca. Logo, o valor de x deve ser s,; caso contrario, X € uma chave
invalida. Observe também que x e s, poderiam diferir em algum digito ndo testado pelo algoritmo sem que tal fato fosse acusado.
Por exemplo, o terceiro digito de x ser igual a 0. Nesse caso, x seria também uma chave invélida. A comparagdo entre x e s,

forneceria o resultado final da busca.

Caso a chave procurada x seja sempre valida, o algoritmo pode ser simplificado (Exercicio 11.6). Nesse caso, 0 humero de
iteracdes de buscapat é exatamente 0 mesmo. Mas a comparagdo x = r(w) se torna desnecessaria. A complexidade do algoritmo é
igual & altura da &rvore, que é limitada pelo tamanho da maior chave. A elimina¢éo dos zigue-zagues pode, contudo, diminuir
consideravelmente o tempo de busca. No Algoritmo 11.3 este ndo € proporcional a altura da arvore Patricia, mas sim ao tamanho
da maior chave, devido a comparacao x = r(w). O ganho da arvore Patricia em relacdo a arvore digital binaria fica restrito a
memoria.



Deve-se mencionar, ainda, que a chave x poderia representar, na realidade, um conjunto de chaves que possuissem x como
prefixo. Neste esquema, a arvore Patricia localizaria, simultaneamente, todas as chaves com prefixos iguais a x. Esta constitui uma
caracteristica importante da arvore Patricia.

Passo principal da inser¢cdo em arvore Patricia.

Considere, agora, o problema de incluir, numa arvore Patricia T, uma nova chave x composta de k digitos binarios d(1), ...,
d(k). A técnica a ser utilizada é similar as das demais arvores de busca. Efetua-se, inicialmente, uma busca da chave x em T. A
busca termina em algum n6 y em T, interno ou folha. Seja s; a chave correspondente a alguma folha y’ descendente de y em T.
Observe que, se 'y é uma folha, entdo y' =y e s; € a chave localizada em y. Caso contréario, s; € qualquer uma das descendentes de y.
Seja c o tamanho (comprimento) da chave s;. Efetua-se a comparacéo entre os digitos de x e s;. Seja £ o tamanho do maior prefixo
comum ax e s;. Isto €, x e s; coincidem exatamente até o £-ésimo digito. Se £ =k ou £ = c, trata-se de uma inclusdo invélida. Na
primeira hipotese, x € prefixo de s; e, na segunda, s; é prefixo de X, 0 que contraria T como arvore de prefixo. Resta determinar o
no z de T, onde serda realizada a inclusdo. Se y’ é o tnico n6 de T entdo z = y'. Caso contrario, seja z’' o pai de y' e A 0 caminho entre
araizdeTez.Ser(z)<(+1entdoz=Y'. Quando r(z)> € + 1,z serd o n6 de A mais proximo araizde T, tal que r(z) > L + 1. A
Figura 11.5 representa uma das situag¢oes da inclusdo. Criam-se dois novos nos, v e w, com rétulos r(v) = £ + 1 e r(w) = x. O pai de
v seré definido como o (antigo) pai de z, e denotado por q. Os filhos de v serdo w e z, sendo w o filho esquerdo se d(¢ + 1) =0, ou
o direito quando d(€ + 1) =1. Se z era a raiz de T, a nova raiz passa a ser v. A inclusdo esta completa.

O Algoritmo 11.4 descreve o processo. No algoritmo, d[1], ..., d[K] representam os digitos da chave x, e d'[1], ..., d’[c], 0S
digitos da chave s;, apontada por pty’. A complexidade do algoritmo é da ordem do comprimento da maior chave.

Algoritmo 11.4 Inclusdao em arvore Patricia

se ptraiz=\ entéo % arvore vazia
ocupar(pt)
ptt.r:=x; pt1.esq:=pt1.dir:=»
ptraiz := pt

sendo pty ' := ptraiz % localizacéo de y’

buscapat(x, pty ’, @)
enquanto pty’ 1. esq# A faga pty’ :=pty’ 1. esq

£:=0

enquanto { <min{k,c }ed[t+1]=d[l + 1] faga
L=C+1 % £ calculado

se [ #min{k, ¢ } entédo
ocupar(ptv); ocupar(ptw) % criagdo devew

ptv1.r:==0+1; ptw1T.r:=x
ptw 1. esq :=ptw 1. dir := A
ptz ;= ptraiz; descer:=V % localizacdo de z e q
enquanto ptz 1. esq # A e descer faga
septz 1.r<f + 1 entéo
ptq := ptz
se d[ptz1.r] =0 entédo



ptz :=ptz 1. esq; esquerdo :=V
sendo ptz ;= ptz 1. dir; esquerdo :=F
sendo descer .= F % z e q localizados
sed[l+1]=0entéo
ptv 1. esq = ptw

ptv 1. dir := ptz
sendo ptv 1. esq = ptz
ptv 1. dir := ptw

se ptz = ptraiz entéo ptraiz := ptv
sendo se esquerdo entédo
ptq 1. esq := ptv
sendo ptq 1. dir := ptv
sendo “inclusio invalida”

Como exemplo, a arvore da Figura 11.6 é o resultado da inclusdo da chave 111101 na arvore da Figura 11.4. Pode-se observar
que a busca efetuada no algoritmo de inclusdo termina na folha contendo a chave s,, pois d(1) =1, d(2) = 1 e d(5) = 0. Observa-se
que £ =3, pois x e s, diferem no quarto digito e sdo idénticos do primeiro ao terceiro. Os nés v e w sdo incluidos com r(v) =4 e
r(w) = x. O filho direito de v é w, pois d(4) = 1, enquanto o esquerdo € b, porque b(= z) é o0 nd mais proximo a raiz, satisfazendo
r(b) > 4. Finalmente, o pai de v é 0 né a(= q), pois o de b também o era na arvore original.

Inclusdo de um no.

Para construir uma arvore Patricia, o algoritmo de inclusdo é utilizado uma vez para cada chave.

Por fim, deve ser mencionada uma importante propriedade da arvore Patricia. Percorrendo-se as folhas da esquerda para a
direita, obtém-se as chaves em ordem lexicografica crescente (Exercicio 11.5). Esse fato pode ser utilizado em diversas aplicacdes
quando se deseja listar, em ordem, todas as chaves de uma tabela mantida randomicamente. Nesse caso, sera conveniente manter
as folhas da arvore em uma lista encadeada.

Exercicios
11.1 Desenhar a arvore digital correspondente ao conjunto de chaves abaixo.
AR ASA RAS
ARA ASAS RASA
ARAR ASSA RASAS
ARARA ASSAS SA
ARAS ASSAR SAARA

ARRASA  ASSARASARA
ARRASAR RA SARAR
ARRASARARARA SARARAS



AS

RARAS SARAS

11.2 Provar ou dar contraexemplo:
Ao contrario das arvores binarias de busca, a arvore digital correspondente a um dado conjunto é Unica,
independentemente da ordem em que as chaves foram incluidas na arvore.

11.3 Determinar o0 nimero de ponteiros vazios existentes em uma arvore digital m-aria obtida pela construcéo do
Algoritmo 11.2.

11.4 Escrever um algoritmo para efetuar a operagcdo de remog¢do de uma chave em uma arvore digital. Determinar a sua
complexidade.

11.5 Mostrar que, percorrendo-se as folhas de uma arvore Patricia da esquerda para a direita, obtém-se as chaves
correspondentes em ordem lexicogréfica crescente.

11.6 Modificar o algoritmo de busca em arvores Patricia de modo que a ocorréncia de chaves invalidas ndo seja
considerada.

°11.7 Descrever um algoritmo para efetuar a operacdo de remocédo de chaves em uma arvore Patricia.

°11.8 Utilizando a representacdo que associa cada arvore binaria a uma sequéncia de digitos binarios, elaborar uma
arvore digital binaria que seja capaz de reconhecer se uma dada arvore binaria é subarvore de outra. Qual é a complexidade
do processo?

*11.9 Repetir o exercicio anterior, substituindo a arvore digital binaria por uma arvore Patricia.

11.10 Sejam T, e T, duas arvores digitais binarias, correspondentes aos conjuntos de chaves S, e S,, respectivamente.
Sabendo que ndo ha chave comum a S; e S,, elaborar um algoritmo para construir a arvore correspondente a S; U S,. Qual
a complexidade do processo?

11.11 Repetir o exercicio anterior, substituindo a arvore digital binaria por arvore Patricia.

11.12 Seja S um conjunto de n chaves binérias e k 0 tamanho méaximo das chaves. Quais sdo os tamanhos minimo e
maximo que uma arvore digital binaria correspondente a S pode ter?

11.13 Repetir o0 exercicio anterior, substituindo a arvore digital binaria por arvore Patricia.
°11.14 Estender a noc¢do de arvore Patricia para o caso de arvores digitais m-arias. A ideia seria compactar zigue-zagues da
mesma forma como foi realizado no caso binario. Desenhar a arvore ternaria correspondente a esta extensdo, que seria
obtida pelas chaves do Exercicio 11.1.

Notas Bibliograficas

Em inglés, utiliza-se o termo trie para designar uma arvore digital, enquanto o termo digital tree, em geral, corresponde a arvore
digital binaria. As arvores digitais foram introduzidas por de la Briandais [Br59], mas foi Fredkin [Fr60] quem sugeriu 0 nome
trie, de information reTRIEval, devido a sua aplicagdo em recuperacao de informacdo. Uma variacdo da arvore digital binaria foi
proposta por Coffman e Eve [Co70]. As arvores Patricia foram introduzidas por Morrison [M068]. O nome corresponde as iniciais
de Practical Algorithm to Retrieve Information Coded in Alphanumeric. A busca digital foi tratada, em detalhes, por Knuth
[Kn73] e Gonnet e BaezaYates [G091]. Algoritmos para a manipulacéo de arvores Patricia podem ser encontrados em [Zi93]. A
utilizagdo de arvores Patricia para elaborar algoritmos para expressdes regulares aparece em Baeza-Yates [BY89].



Capitulo 12

Processamento de Cadeias

Introducao
Entende-se por cadeia uma sequéncia qualquer de elementos, denominados caracteres. Os caracteres, por sua vez, sdo elementos
escolhidos de um conjunto denominado alfabeto. Por exemplo, 0110010 é uma cadeia com alfabeto {0, 1}. Os caracteres ndo
possuem relacOes estruturais entre si, a ndo ser a sua ordem sequencial. As cadeias aparecem, em computa¢do, no processamento
de textos, palavras, mensagens, codigos etc. com aplica¢des tdo diversas quanto o tratamento computacional de dicionérios,
mensagens de correio eletrénico, sequenciamento de DNA em biologia computacional, criptografia de textos confidenciais e
muitos outros. De fato, a importancia do processamento de cadeias na computagcdo vem crescendo consideravelmente, até mesmo
para computadores de uso pessoal, nos quais a edicao de textos tem sido a principal aplicacéo.

Neste capitulo sdo abordados dois problemas basicos no processamento de cadeias. O primeiro deles, tratado nas Secbes 12.2 a
12.4, é o de casamento de cadeias. Dadas duas cadeias de caracteres, o problema consiste em verificar se a primeira delas contém
a segunda, isto €, se os caracteres que compdem a segunda cadeia aparecem sequencialmente também na primeira. O segundo
problema, considerado nas SecGes 12.5 a 12.7, é o da codificacdo de mensagens. Dada uma cadeia de caracteres, denominada
mensagem, o problema consiste em codifica-la através da atribuicdo de cddigos a seus caracteres, de modo a minimizar o
comprimento total da mensagem codificada. O primeiro problema aparece, por exemplo, na edi¢ao de textos, enquanto o segundo
na transmissao de mensagens em uma rede.

Deve-se observar que 0 que caracteriza o processamento de cadeias ndo € o tipo de problema tratado, mas sim a forma de
armazenamento dos dados. Isto €, o problema do casamento de cadeias, por exemplo, pode ser resolvido através de métodos como
a busca digital (Secdo 11.2). Nesse caso, a segunda cadeia — aquela cujo padrao se deseja localizar na primeira — seria considerada
como chave de busca. Para tal, contudo, seria necessario que a primeira cadeia estivesse armazenada segundo uma estrutura
apropriada, no caso a arvore digital. Em contrapartida, nos outros problemas considerados supde-se que 0s caracteres estejam
dispostos sequencialmente em uma lista, sem outra forma de estrutura.

O Problema do Casamento de Cadeias
Ja foi mencionado que uma cadeia € uma sequéncia de caracteres escolhidos de um conjunto chamado alfabeto. O nimero de
caracteres da cadeia é 0 seu comprimento.

Sejam X, Y duas cadeias de caracteres com comprimentos n, m, respectivamente, n > m. Supde-se que X e Y sejam
representadas por vetores com elementos x;ey;, 1 <i<nel<j<m.Y éuma subcadeia de X quando Y for uma subsequéncia de
elementos consecutivos de X, isto é, quando existir algum inteiro £ <n—m, tal que X,,; =Y;, 1 <j<m. Se £ =0, Y € chamado
prefixo de X e, se £ =n—m, Y é sufixo. Em adi¢do, quando m # n o prefixo (sufixo) é proprio. Parak <n—m + 1, o simbolo X,
representa a subcadeia de X, com elementos x; e comprimentom, k <i <k +m- 1.

O problema do casamento de cadeias consiste em verificar se Y é subcadeia de X. Em caso positivo, localizar Y em X. Diz-se,
entdo, que houve um casamento de Y com X na posigao € + 1.

Por exemplo, se X é a cadeia baaabea e Y é aabe, entdo Y € subcadeia de X e a solucdo do problema do casamento de cadeias
deve indicar que Y aparece em X a partir do terceiro caractere, como indica a Figura 12.1. Por outro lado, se Y é formada pela
sequéncia aeb, entdo ndo é subcadeia de X.

Duas solucgdes diferentes serdo estudadas para o problema do casamento de cadeias. A primeira delas, descrita na se¢ao
seguinte, € um método de forca bruta, simples, porém, por vezes pouco eficiente para o tipo de problema. A complexidade desse



método é O(n m). A Secéo 12.4 contém a segunda solucéo apresentada, o algoritmo de Knuth, Morris e Pratt. Trata-se de um
processo bastante mais elaborado e cuja complexidade € O(n), linear no tamanho das cadeias.

O Algoritmo da Forca Bruta
Sejam X e Y cadeias com caracteres x; e y;, 1 <i<nel <j<m, m<n, respectivamente. Deseja-se verificar se Y € subcadeia de X
e, em caso positivo, localizar Y em X. Um método bastante simples consiste em examinar todas as possiveis situacdes. Se Y for
subcadeia de X, entdo Y se encontra em X, deslocado de £ posig¢oes a esquerda. A ideia consiste em comparar Y com a subcadeia
de tamanho m de X, que se inicia no caractere X, para todos os valores possiveis de €. Ou seja, £ =0, 1, ..., n—m. A Figura 12.2
ilustra a aplicagdo do algoritmo de forga bruta para as mesmas cadeias X e Y da Figura 12.1. O algoritmo, de inicio, compararia a
subcadeia X, = baaa, iniciada em x;, com Y; em seguida, a subcadeia X, = aaab, iniciada em x,, com Y. Nessas duas situacdes, 0
teste seria negativo. Na iteracdo seguinte, em que a subcadeia X; = aabe € considerada, verifica-se o casamento.

x[olalalalofe]a] v[alafo]e

!bla!a:la!b:‘e!a‘

O problema do casamento de cadeias.

O Algoritmo 12.1, apresentado a seguir, descreve o processo. A variavel £ indica o nimero de caracteres, na cadeia X, que
antecedem cada subcadeia considerada. A variavel ldgica teste ¢ utilizada para informar a ocorréncia ou ndo de casamento. Para
tornar o método mais eficiente, utilizou-se o principio de abandonar a verificacdo de uma subcadeia no meio do processo, se for
detectado que um casamento nao é possivel. Por exemplo, se o i-ésimo caractere da subcadeia considerada ndo coincide com o i-
ésimo caractere de Y, ndo ha necessidade de comparar os caracteres de ordem i+ 1,i+2, ..., m.

padrao |bla|ala |b|e |a|

O algoritmo da forga bruta.

Algoritmo 12.1 Casamento de cadeias

paral:=0,..,n—m faca

i=1

teste :=V

enquanto i< m e teste faga
se X[, +i] =y[i] entédo

=i+l

sendo teste .= F

se teste entéao

“casamento na posicao £ + 17



pare

“ndo ha casamento”

E simples analisar um pior caso deste algoritmo. Ele ocorre quando, em cada cadeia X,,, de tamanho m, X,., coincide com Y
em todas as posigdes, exceto a ultima. Nesse caso, ndo ha casamento. Ou, entdo, quando essa condicao se repete para todas as
subcadeias analisadas, exceto a ultima, em cujo exame um casamento é detectado. Em qualquer desses casos, 0 numero de
subcadeias examinadas (iteracdo externa) € n —m + 1 e, em cada uma delas, sédo realizadas m comparagéo de caracteres. O nimero
de comparagdes efetuadas €, pois, no pior caso, igual a (n —m + 1) (m). Ou seja, a complexidade € O(m n).

O Algoritmo de Knuth, Morris e Pratt
Para descrever o algoritmo de Knuth, Morris e Pratt para o problema de casamento de cadeias deve-se, inicialmente, revisar o
algoritmo de forca bruta da secdo anterior. Sdo dadas as cadeias X e Y, com caracteres x;e y;, | <i<nel<j<m,m<n,
respectivamente. O algoritmo, para cada £ =0, 1, ..., n—m, verifica se a subcadeia X,., de X, de comprimento m e iniciada em
X¢i1, € idéntica a Y. Se for idéntica, ha casamento na posi¢ao £ + 1. Observa-se, no entanto, que em muitos casos € desnecessario
testar a identidade de X,., com Y para certos valores de £, visto que o resultado ¢ certamente negativo. O algoritmo de Knuth,
Morris e Pratt explora essa propriedade.

No exemplo da Figura 12.3 deseja-se verificar se a cadeia abaeabaeaae € subcadeia de bababaeabaeabaeaabaeabaeaaeba. O
algoritmo de forca bruta efetuaria os testes correspondentes a £ =0, 1, ..., 16 e encontraria um casamento para £ = 16. Em cada
valor de £ < 16, encontra-se indicada com um circulo, na figura, a (primeira) discordancia detectada. Seja y, o caractere de Y onde
ocorre a discordancia. No exemplo, para £ = 0 obteve-se k=1, para £ = 1 o valor é k = 4, e assim por diante. A discordancia, para
€ =1, ocorreu ao se verificar que Xs # Y,. O teste da subcadeia correspondente a £ =2 é também negativo, pois x,.; =b £a=y;.
Seréa que esse fato poderia ser previsto e, assim, evitar-se o teste para £ = 2? A resposta sera dada em seguida. Por ora, é
interessante observar que o valor y; = a ja foi examinado na itera¢do correspondente a £ = 1. Da mesma forma, na iteragdo ¢ = 3,
obteve-se k = 10, proveniente da desigualdade y;, # Xs.10. Observe que o prefixo y, ..., Yo de Y aparece nas posi¢Oes Xs.1, ..., Xz
Através da andlise dos prefixos da cadeia Y sera possivel determinar, por exemplo, que ndo é necessario examinar as subcadeias
X3, Xs, Xg Nem outras mais. De antemao, sabe-se ndo existir casamento para elas. Além disso, quando a cadeia Xg for examinada
ndo sera necessario percorré-la toda. Pode-se ignorar o prefixo formado pelos seus 5 caracteres iniciais, pois, certamente, ha
concordancia entre esse prefixo e 0s caracteres correspondentes de Y. O método € descrito a seguir.

De um modo geral, suponha o exame da subcadeia X, para um certo valor . Suponha que uma discordancia tenha ocorrido
no indice k > 1, isto &, x,; = ¥;, 1 <i<ke Xy # VY« A pergunta é se se deve ou ndo examinar a subcadeia seguinte X,,,. Para
responder a essa questdo, observe que os k — 1 caracteres iniciais de X, formam um prefixo de Y e k — 2 deles fazem parte de X,.,.
Se X, =Y, entdo, em particular, os seus k — 2 caracteres iniciais devem, respectivamente, coincidir, isto é, X;,,i = Vi, 1 <i<k-1.
Se essa condicgéo parcial ndo for verdadeira, entdo X,,, pode ser desconsiderada para o casamento sem exame. Mas como saber se
essa igualdade parcial ocorre sem examinar X,,,? Do exame de X,,,, sabe-se que X.,; = Y;, i <k. Entdo, para que X,., tenha chance
de ser idénticaa Y € necessario que y; = Vi1, 1 <i<k— 1. Isto é, que o prefixoy,, ..., Y, com k — 2 caracteres, de y,, ..., Vi,
coincida com o sufixo y,, ..., y,_;, com k — 2 caracteres, de y,, ..., y,_;. Observe que esse fato independe da cadeia X!

Generalizando, suponha a ocorréncia de uma discordancia no caractere y, durante o exame de X,.,. Entdo, uma subcadeia
Xeiim h <k —1, pode conduzir a um casamento com Y somente se y; = Vi.n, 1 <1<k —h. E apenas nesses casos devera ser
examinada. Ou seja, a proxima subcadeia a ser examinada ap0os X.; € X1, sendo h o menor valor para o qual y; =Y i, 1 <i <Kk
— h. Observe que o valor de h depende tdo somente de Y e de k. Ou seja, independe da cadeia X. A determinacgdo do valor
(minimo) de h serd indireta. Calcular-se-a o valor de d(k — 1) definido como o comprimento do maior prefixo préprio de y,, ...,
Yy, tal que este prefixo coincida com o sufixo de mesmo tamanho de y,, ..., Y. Se ndo houver coincidéncia entre nenhum dos
pares prefixo-sufixo, entdo d(k — 1) = 0. Além disso, d(1) = 0. O valor minimo de h serd entdo h=k — 1 — d(k — 1), e a proxima
subcadeia de X a ser examinada & X.q-1).

Hé& outras comparacbes que podem ser eliminadas. Por exemplo, nem sempre é necessario examinar todos os caracteres da
cadeia X, . seguinte a X,,,. Das igualdades X,.; =i, L <i<key; =V 1 <i<k-h, sabe-se que os d(k — 1) caracteres iniciais de



X414 n COINcidem, respectivamente, com y, ..., Yq-1y. ENtéo, a proxima comparacéo entre caracteres € verificar a igualdade entre
Xk € Yaw-1)+1- POr outro lado, se k = 1, ou seja, a discordancia entre X, € Y ocorreu no primeiro caractere, entdo a cadeia X, deve

ser examinada, pois ndo hé qualquer informac&o acerca de seu contetdo. Nesse caso, a proxima comparacao é verificar a
igualdade entre X,,.1 = X;» € Y;. Em ambas as situa¢des, ndo houve necessidade de retroceder o indice da cadeia X. O algoritmo

caminha em X da esquerda para a direita, sem jamais retroceder!
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O valor d(9).

[a ' a'e .ab.a.e.a.a @|

' = d(9)=5

Suponha o exame da subcadeia X,, correspondente a { = 3, do exemplo mencionado anteriormente. Da Figura 12.3, verifica-se
que a discordancia ocorre em k = 10, pois Xz = Vi, 1 <i<9 e X3,40 = b # a = y;0. Segundo a discussao anterior, a proxima cadeia a
ser examinada é X,.,, onde h =9 —d(9). Mas, quem sera o valor d(9)? Também conforme ja exposto, d(9) corresponde ao
comprimento do maior prefixo proprio p dey,, ..., Yo que coincide com um sufixo de vy, ..., yo. A Figura 12.4 ilustra a ideia. O
maior valor possivel para d(9) seria 8. Mas d(9) # 8 pois Y., ..., Yo = baeabaea ndo coincide comy,, ..., y; = abaeabae. Por
motivos analogos, d(9) # 7, 6. Finalmente obtém-se d(9) = 5, visto que ys, ..., Y, coincide com y;,, ..., ys Aplicando-se o valor d(9)
=5 no caso do exame da subcadeia X,, da Figura 12.3, conclui-se que, ap6s a comparagao discordante Xs.1o # Y10, 0 algoritmo pode
passar diretamente ao exame da subcadeia X qu-1, = Xg. As subcadeias Xs, Xg & X; podem ser ignoradas, pois, de antemao, sabe-



se que ndo conduzem a casamento. Além disso, no exame de X, ndo € necessario comparar os valores y,, ..., Yyx-1) = Ys,
respectivamente, com Xg, ..., Xg.pn, POIS Sabe-se que ha coincidéncia. A nova comparagdo a ser efetuada seria, entdo, entre yg € Xg,s.

Com essa estratégia, necessita-se computar os valores d(k) para executar o algoritmo. Como fazé-lo de forma eficiente? A
resposta sera dada mais adiante. Por ora, suponha que os comprimentos d(k) sejam fornecidos ao algoritmo que verifica o
casamento entre cadeias. Isto é, d(k) é obtido em uma fase de pré-processamento. A Figura 12.5 fornece cada valor d(k) para a
cadeia Y do exemplo, abaeabaeaae.

A formulacgdo a seguir descreve o algoritmo, dadas as cadeias X, Y e o vetor de valores d. As varidveis i e j representam 0s
indices para as cadeias X e Y, respectivamente.

v]afofaelafo]ale]a]ale]

i cd1)=0
L d(2)=0
= d(3)=1
= d(4)=0
= d(5)=1
= d(6)=2
e d(7)=3
| = d(8)=4
= 0(9)=5
. = d(10)=1
- o d(11)=0

Os valores d(k).

Algoritmo 12.2 Casamento de cadeias

i:=j:=0
enquantoi—j<n-m faga
teste :=V
enquanto j <m e teste faca
se X[i+1]=Y[j +1] entédo
=i+l
j=it+l
sendo teste .= F
se teste entéo
“casamento na posigdo i —m+ 17
pare
sej=0entdoi:=i+1
sendo |:=d[]]

“ndo ha casamento”

Resta o problema de como determinar o vetor d, que informa qual seria a nova subcadeia a ser considerada, apés a detecgédo de
alguma divergéncia entre Y e a subcadeia corrente em exame. Deve-se lembrar que a determinacéo de d deve ser realizada antes
da execucgdo do Algoritmo 12.2, visto que este pressupde o vetor d ja calculado.

Para resolver o problema sera empregada uma variagdo do proprio método do algoritmo de casamento de cadeias. A ideia
consiste em procurar em Y um prefixo préprio dele mesmo. Ou seja, 0 método procura efetuar o casamento de Y com o proprio Y

deslocado de um numero conveniente £ > 0 de caracteres. Suponha que haja um casamento entre o prefixo de Y com j caracteres,
deslocado de € caracteres, e o proprio Y. Nesse caso, esse prefixo de Y coincide com o sufixo de j caracteres, do prefixo de Y com
k=€ + j caracteres. Além disso, se esse for o menor valor de £ > 0 para o qual esse casamento se verifica, entdo pode-se assegurar



que j é maximo e, portanto, d(k) = j. A Figura 12.6 ilustra esta questdo. O padréo Y é representado pela cadeia abaeabaeaae. Para
k=9 ¢ £ =4, verifica-se que h4 um casamento entre o prefixo de Y com j = 5 caracteres, abaea, e o sufixo, com cinco caracteres,
da cadeia formada pelos nove caracteres iniciais de Y. Além disso, este ¢ o menor deslocamento £ > 0 para o qual esse casamento
acontece. Logo, d(9) = 5. Para completar o calculo de d(k), no caso geral, basta apenas encontrar um método de verificar se o
valor de € que produziu o mencionado casamento ¢, de fato, minimo. Mas essa condi¢do decorre do proprio algoritmo de
casamento de cadeias. Se houvesse algum valor de deslocamento inferior ao corrente que produzisse 0 casamento para este mesmo
valor de k, entdo o valor corrente de k ja seria maior do que o mencionado. O algoritmo assegura esse fato. Pois o parametro k,
ponteiro para a posicao do caractere em consideracdo na cadeia, € incrementado toda vez que ha concordéncia entre caracteres, e
jamais é decrementado no processo.

A questdo central € como efetuar o calculo dos valores d de maneira eficiente. Por exemplo, 0 método sugerido pela Figura
12.4 consiste em experimentar todos os valores possiveis do deslocamento £ > 0, para valores crescentes de (, até¢ detectar um
casamento. Este processo, se bem que correto, sera descartado. Ele produziria um algoritmo de complexidade O(n?) para o calculo
do vetor d. O objetivo é obter um algoritmo linear.
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d(k)=f

Determinacéo do vetor d.

A estratégia consiste em calcular d(k) para valores crescentes de k=1, ..., m. No passo inicial, define-se d(1) = 0. De um
modo geral, para calcular d(k), k > 1, utiliza-se algum valor ja calculado d(j), j < k. Considere a computacdo de um valor d(k), k >
1, e suponha corretos os valores d(j), j < k. A questéo central € o exame do caractere y,. Efetua-se a comparacéo entre yy  Yyg1y+1
com as seguintes alternativas possiveis.

Caso 1. y= Yak-1)+1

Ent&o o sufixo com d(k — 1) + 1 caracteres de y,, ..., Y, coincide comy;, ..., Yax 1)«. Além disso, o comprimento d(k—1) + 1 é
méaximo; caso contrario, d(k — 1) ndo o seria, constituindo-se uma contradi¢do. Logo, d(k) =d(k — 1) + 1.

Caso 2.y, # Y -1)+1

Sejam os seguintes subcasos.

Caso 2.1:dk-1)=0
Entdo ndo ha casamento entre qualquer sufixo de y,, ..., y, com um prefixo proprio dele. Isto €, d(k) = 0.

Caso 2.2:dk-1)#0

Nesse caso, d(k) < d(k — 1). Examinar todos os possiveis valores de d(k) corresponde a aumentar o deslocamento de ¢ na
Figura 12.6. Contudo, é desnecessario examinar todos os incrementos possiveis de £. De fato, o deslocamento seguinte a ser
considerado corresponde a incrementar £ de d(k — 1) — d(d(k — 1)) unidades. De acordo com a definigdo de d(k — 1), ndo ha
casamentos para valores de { inferiores a este. O exame do deslocamento seguinte é equivalente a efetuar esta analise com d(k)
substituido por d(d(k — 1)).

A formulagdo seguinte descreve essa estratégia. A variavel j representa o comprimento do prefixo e do sufixo coincidentes
que se procura. A cadeia Y é dada.

Algoritmo 12.3 Determinacao do vetor d

j:=d[1]:=0
k=1
enquanto km faga



seY[k+1]=Y[j + 1] entdo
ki=k+1
j=j+1
dik] :=j
sendo se=0entédo
k:=k+1
dlk] =0
sendo j:=d[j]

A descricao do algoritmo de Knuth, Morris e Pratt esta completa. Dadas as cadeias X e Y, executa-se 0 Algoritmo 12.3 para
computar o vetor d. Em seguida, o Algoritmo 12.2. Como exemplo, seja o calculo de d para o padrdo Y dado por abaeababaae. A
Figura 12.7 ilustra os passos (comparagdes entre elementos) efetuadas pelo Algoritmo 12.3. Ao todo, séo 14 comparagdes.

Considere agora a computagdo do Algoritmo 12.2 para a seguinte cadeia X:

bababaeabaeabaeaabaeabaeaaeba

e para o padrdo Y anterior. A Figura 12.8 ilustra as comparacgdes efetuadas, num total de 30. Observe que até encontrar o
casamento na subcadeia X,; foram consideradas apenas 5 subcadeias em vez de 18, como no algoritmo de forca bruta. O nimero
total de comparacdes efetuadas foi 44. No algoritmo da forga bruta (Figura 12.3) esse nimero é igual a 58. Além disso, a
complexidade deste ultimo é quadratica, conforme verificado na se¢éo anterior, enquanto no algoritmo de Knuth, Morris e Pratt é
linear. Este é o objeto do Teorema 12.1. A prova se baseia em um argumento semelhante ao utilizado no estudo da complexidade
amortizada.

vialolalelalofafe]ala]e]

= dE)=t1

i d@4)=0

o )=t
‘= d(6)=2
= d(7)=3
L= d(8)=4
= d(9)=5
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Comparacdes efetuadas pelo Algoritmo 12.3.
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Comparacdes efetuadas pelo Algoritmo 12.2.

Sejam X, Y duas cadeias de comprimento n, m, respectivamente n > m. O algoritmo de Knuth, Morris e Pratt para verificar se Y
é subcadeia de X termina em O(n) passos.

PROVA O algoritmo de Knuth, Morris e Pratt consiste na execugdo dos Algoritmos 12.2 e 12.3. O primeiro deles &, inicialmente,
considerado. Sejam i e j, respectivamente, os indices para os caracteres de X e Y, considerados num certo instante da execugédo
do algoritmo. O indice i possui valor inicial 0 e valor méximo n —m (uma condigéo de término do algoritmo), e nunca é
decrementado. O indice j também possui valor inicial 0, mas pode ser decrementado pela atribuicéo j := d[j]. Além disso,
quando j é incrementado, i também o é. O nimero de passos do algoritmo é igual ao nimero de vezes em que i € incrementado
mais 0 nimero de vezes em que j é decrementado. O primeiro desses valores &, no maximo, n. Como j ndo assume valores
negativos, o nimero de decrementos de j também ndo pode ultrapassar n, pois 0 niUmero de decrementos ndo pode ultrapassar
o0 de incrementos. Logo, o Algoritmo 12.2 termina em O(n) passos. Analogamente, o Algoritmo 12.3 efetua O(m) passos.

Compactacao de Dados
Suponha que se deseje armazenar um arquivo de grande porte em algum tipo de memdria, primaria ou secundaria. Para melhor
utilizar os recursos disponiveis, deseja-se também minimizar, de alguma forma e na medida do possivel, o espa¢o de memoria
utilizado. Uma forma de tentar resolver esse problema consiste em codificar o contetdo do arquivo de maneira apropriada. Se o
arquivo codificado for menor do que o original, pode-se armazenar a versdo codificada em vez do arquivo propriamente dito. Isto
representaria um ganho de memoria. Naturalmente, uma tabela de codigos seria também armazenada, para permitir a
decodificacdo do arquivo. Essa tabela seria utilizada pelos algoritmos de codificagéo e decodifica¢éo, os quais cumpririam a
tarefa de realizar tais operagdes de forma automatica.

O problema descrito € conhecido como compactacéo de dados. A sua importancia era consideravel nos primeiros anos de
computacdo. Naquela época, a questdo de economia de memoria era critica, devido ao seu elevado custo. Com o passar do tempo,
a memodria foi se tornando cada vez mais abundante, com o relativo decréscimo de custo. Entretanto, alguns programas de
aplicacdo atualmente utilizados requerem muita memoria. Entre esses, por exemplo, encontram-se programas que oferecem



recursos visuais aos seus usuarios. Assim, o problema de economia de memoria permanece atual. O advento e a larga utilizacdo de
redes de computadores também contribuem para a importancia da compactagdo de dados. Agora, além da economia de memoria,
procura-se também diminuir o custo da transmissao dos arquivos na rede. Ou seja, uma maior compactacao dos dados de um
arquivo corresponderia a um nimero menor de dados a transmitir, o que implicaria um custo de transmissdo menor. A hipotese
concreta, nesse caso, é que o custo de transmissdo é proporcional a quantidade de dados a transmitir.

As duas secOes seguintes serdo dedicadas a esse problema. Na proxima secédo, sera abordado um método simples de
compactacdo que produz bons resultados quando o texto a ser compactado apresenta uma grande quantidade de simbolos
consecutivos idénticos. Finalmente, a Gltima se¢do deste capitulo é dedicada ao estudo da arvore de Huffman, um método de
codificacdo que permite a utilizacdo de cddigos de tamanho variavel.

O Algoritmo de Frequéncia de Caracteres
Seja 0 caso em que 0 arquivo a ser compactado consiste em um texto alfabético, como o exemplo seguinte:

BBBEAAAAFFHHHHHCBMMALLLCDDBBBBBBBCC

Para compactar esse texto, pode-se empregar uma ideia bastante simples. Determina-se a quantidade de simbolos idénticos
consecutivos existentes no texto. Cada uma das subsequéncias maximas de simbolos idénticos do texto € substituida por um
numero indicando a frequéncia do simbolo em questdo. O texto do exemplo acima seria compactado como:

3B1E4A2F5H1C1B2M1A3L1C2D7B2C

Naturalmente, pode-se adotar como regra de compactacdo que a auséncia do nimero representativo da frequéncia de um
simbolo significa frequéncia igual a um. Com essa convencao, o texto resultaria em:

3BE4A2FSHCB2MA3LC2D7B2C

Esse método exige que o texto a ser compactado ndo contenha caracteres numéricos. Caso contrario, a compactagdo poderia
resultar num cddigo ambiguo, uma vez que o nimero representativo da frequéncia de um simbolo pode ser confundido com o
préprio simbolo. Para contornar esse problema, poder-se-ia empregar algum simbolo especial, por exemplo @, para anunciar que
0 numero imediatamente apds representa um simbolo e ndo uma frequéncia. Nesse caso, deve-se supor que o simbolo @ nao faz
parte do texto. Se essa possibilidade existir, 0 método deve ser modificado de modo a acomodar a situag&o.

Por exemplo, o texto

AAA33333BA6666888DDDDDDD99999999999AABBB
pode ser compactado como

3A5@3BA4@63@87D11@92A3B

O Algoritmo de Huffman
Nesta secdo descreve-se um método para codificar um texto de forma a obter-se uma compactacdo que seja 6tima dentro de certos
critérios. Supde-se que o texto seja constituido de um conjunto de simbolos (ou caracteres) S = {s,, ..., S,}, n > 1. E conhecida a
frequéncia f; de cada simbolo s; no texto. Isto é, s; aparece f; vezes ao longo do texto, 1 <i<n. Deseja-se atribuir um cddigo a cada
simbolo, de modo a compactar o texto todo. A restricdo que se coloca é que nenhum codigo seja prefixo de algum outro. Ou seja,
0s codigos procurados sdo aqueles dados por uma arvore bindria de prefixo (Secdo 11.3). Recorde que esta ultima é como uma
arvore estritamente binaria, com arestas rotuladas. Para cada nd interno v, a aresta que conduz ao filho esquerdo de v € rotulada



com zero, enquanto o rétulo daquela que conduz ao direito € igual a um. Cada simbolo s; esta associado a uma folha da arvore. Os
cédigos dos simbolos s&o sequéncias binarias. O codigo de s; é igual a sequéncia dos rétulos das arestas, do caminho desde a raiz
da arvore até a folha correspondente a s; A Figura 12.9 ilustra um exemplo de cddigos de prefixo. O cddigo do simbolo s, é 011,
pois a sequéncia dos rotulos das arestas, desde a raiz até s,, € 011.

Uma vantagem da utilizacdo de cddigos de prefixo é a facilidade existente para executar as tarefas de codificacédo e
decodificacdo. Por exemplo, suponha os codigos dados pela arvore da Figura 12.9. Suponha o texto seguinte:

S4S353S1 S35 54 S5 S S3S3 5353535253555, 5, S, S4

Utilizando-se a tabela dada pela Figura 12.9(a), obtém-se a seguinte codificacao:
011010101010001010001110001010101010101010101010001011010001000100011

simbolo cddigo
00
0100
0101
011

5

o

53

Sy

Sg 1

Cddigos de prefixo.

Para decodificar o texto, basta percorré-lo da esquerda para a direita, a0 mesmo tempo em que a arvore € percorrida,
repetidamente, da raiz para as folhas. Nesse percurso, toma-se o caminho para a esquerda ou direita, na arvore, de acordo com o
digito correspondente encontrado no texto, 0 ou 1, respectivamente. Toda vez que uma folha é atingida, um simbolo decodificado
foi encontrado. Nesse caso, retoma-se 0 processo reiniciando-se 0 percurso na arvore a partir da raiz, para decodificar o proximo
simbolo.

No exemplo, o texto codificado é iniciado por 0. Significa que se deve tomar o caminho da esquerda da raiz. O digito seguinte
é 1, 0 que conduz para a direita desse ultimo n6. Como o terceiro digito é 1, a folha correspondente ao simbolo s, é alcancada. O
texto decodificado inicia-se, pois, por s,. Retoma-se, entdo, a raiz da arvore. O proximo digito na codificacdo é 0. O caminho a
seguir é o do filho esquerdo da raiz. Em seguida, 1, ap6s 0 e apds 1. Com isso, atinge-se a folha correspondente a s;. Assim sendo,
detectou-se que o simbolo seguinte a s, no texto é s;. A nova subsequéncia 0101 conduziria, novamente, ao simbolo s,. O texto
decodificado inicia-se, entdo, por s, S; S5. E assim por diante, até esgotar a sequéncia binaria.

E imediato verificar que, uma vez conhecida a arvore de prefixo correspondente, o processo de codificacio ou decodificacio
pode ser realizado em um nimero de passos linear no tamanho da sequéncia binaria codificada.

Uma questdo central €, pois, o comprimento do texto codificado, isto €, 0 nimero de digitos binarios da codificacdo. O
comprimento da sequéncia binaria produzida por uma arvore binaria de prefixo T é denominado custo de T e denotado por c(T).
No exemplo anterior, o custo da arvore da Figura 12.9(b) é igual a 69, pois a sequéncia binaria obtida possui 69 digitos. O
objetivo consiste, entdo, em minimizar c(T), ou seja, construir T de modo que c¢(T) seja minimo. Uma arvore de prefixo que
satisfaca esta condicao € denominada minima ou arvore de Huffman. Codificando-se o texto do exemplo com a arvore da Figura
12.10(b), obtém-se a sequéncia

110001010101110100101000001110100111111111110

que possui 45 digitos. Logo, o custo da arvore da Figura 12.10(b) é igual a 45. Uma melhoria consideravel em relacdo a arvore da
Figura 12.9(b). Ter-se-a oportunidade de verificar que essa arvore é minima.

Seja T uma arvore de prefixo correspondente a um dado texto, onde cada simbolo s; ocorre f; vezes. Seja £; 0 comprimento do
codigo binario do simbolo s;. E imediato verificar que cada simbolo s; contribui com f; £; unidades no custo ¢(T). Logo ¢(T) = s...




f, ¢;. Este valor corresponde ao conhecido comprimento de caminho externo ponderado de T(Secdo 4.2.2). Se todas as frequéncias
sdo idénticas, entdo T € uma arvore bindria completa e ¢(T) é o comprimento de caminho externo de T(Secéo 4.2.1).

Em seguida, apresenta-se o algoritmo para construir a arvore de Huffman para um dado conjunto de n > 1 simbolos s; de
frequéncias f;, 1 <i<n. O processo utiliza a técnica conhecida como algoritmo guloso. Este consiste na construcéo da arvore
minima de forma iterativa. A arvore é construida das folhas para a raiz, ou seja, 0s codigos sdo determinados de tras para a frente.
De modo geral, o processo corresponde a obter subcodigos para subconjuntos de simbolos. Cada um desses subcodigos
corresponde a uma subarvore. O passo geral iterativo produz a fusdo de duas dessas subarvores em uma unica. O processo se
encerra quando o numero de subarvores se reduz a um.

Seja T’ uma subarvore binaria de prefixo. Isto €, as folhas de T’ sdo simbolos selecionados dentre {S,, ..., S,}. Define-se f(T'), a
frequéncia de T’, como sendo a soma das frequéncias dos simbolos s; presentes nas folhas de T'. Por exemplo, os numeros
representados nos nos internos da arvore da Figura 12.10(b) correspondem as frequéncias das subarvores de raiz nos respectivos
nos.

O processo de construgdo da arvore de Huffman é simples. Para iniciar, definem-se n subarvores, cada qual consistindo em um
Unico no contendo o simbolo s;, 1 <i<n. A frequéncia de cada uma dessas n subarvores &, pois, igual a frequéncia do simbolo a
ela correspondente. O passo geral, iterativamente, seleciona as duas subarvores T' e T", tais que f(T') e f(T”) sejam as duas
menores frequéncias. Essas duas subarvores de custo minimo sao fundidas em uma Unica arvore T, de acordo com a operacao @
Tal operacdo consiste em criar um novo no cujos filhos esquerdo e direito séo as raizes de T’ e T”, respectivamente, conforme a
Figura 12.11. E indiferente a escolha dentre T' e T” para subarvore esquerda ou direita desse né. Observe que a frequéncia f(T' @
T") da nova subarvore T' @T" é igual a f(T') + f(T"). O algoritmo termina quando restar apenas uma tinica subarvore, ou seja, em
n — 1 execucgdes da operacdo @ A Figura 12.12 ilustra a aplicacdo do algoritmo a construcdo da arvore étima para o conjunto de
simbolos e frequéncias da Figura 12.10(a). A arvore obtida pelo algoritmo é exatamente aquela ilustrada na Figura 12.10(b).

simbolo  frequéncia cddigo
54 3 101
4 111
Sy 9 1
3 110
2 100

Arvore de Huffman.

f(T') fT") (T + KT

0¢

A operagao @

Para implementar o processo, observe que a cada iteracdo é necessario determinar as duas subarvores T' e T” da colegéo de
menor frequéncia. As subarvores T’ e T” sdo entdo eliminadas e substituidas pela subarvore T' @T". Deve-se utilizar, portanto,
uma estrutura de dados que suporte as operacdes basicas de minimizacéo, inclusdo e exclusdo. Por exemplo, uma lista de
prioridades.

O processo é conhecido como algoritmo de Huffman, e é visto a seguir. As frequéncias fi, ..., f,, n > 1 sdo consideradas
conhecidas, devendo-se construir previamente uma lista de prioridades com elas. Cada elemento desta lista corresponde a uma
arvore T' composta de um Gnico no, com frequéncia f;, 1 <i < n. Os procedimentos utilizados para manipular a lista de prioridades



foram descritos no Capitulo 6. A Unica diferenca é que, neste caso, a ordem das prioridades esté invertida. Entdo, o procedimento
minimo (semelhante ao Algoritmo 6.4) retira a menor prioridade e rearruma a lista. O procedimento inserir (T, f, F), que inclui o
elemento T, de prioridade f, na lista F, é igual ao Algoritmo 6.3. Ao final, a arvore de Huffman ¢ a correspondente aquela que
restou na lista de prioridades F.

Algoritmo 12.4 Construcdo da arvore de Huffman

parai:=1,n-1faca
minimo(T’, f, F); minimo(T", f, F)
T=TT"
f(T) :=f(T)+f(T")
inserir(T, f, F)
E imediato determinar a complexidade do algoritmo. Cada operag&o de minimizag&o ou inclusio na lista de prioridade pode
ser efetuada em O(log n) passos. A operacdo @requer apenas um numero constante de passos. Ha um total de n — 1 iteragoes.
Logo, a complexidade é O(n log n).

inicializagéio () () (59 Gs)

passo 1 o @
0 1
OO
passo 2 o @
0 1 0 1
ONONONC
passo 3

passo 4

Aplicacéo do algoritmo de Huffman.

Resta verificar que o algoritmo, de fato, encontra a arvore de custo minimo. Para tal, utiliza-se o lema seguinte:

Sejam s; simbolos com frequéncias f;, 1 <i<n, n> 1, tais que f, e f, sdo as duas menores frequéncias. Entdo existe uma arvore
de Huffman para esses simbolos, em que os nds correspondentes a s, € s, sdo irmaos localizados no ultimo nivel da arvore.

PROVA Seja T uma arvore de Huffman para os dados simbolos. Suponha que s, ndo esteja localizado em alguma folha do dltimo
nivel. Seja s, k # 2, um simbolo do ltimo nivel de T. Seja T’ a arvore obtida a partir de T, mediante a troca de posi¢des dos
simbolos s, e ;. Se f; <f,, entdo a &rvore T’ possui custo menor do que T, pois a contribui¢do de cada f; no custo total ¢ igual
ao produto f; £;, onde ¢; é o nivel de s; na arvore. Isto contradiz a minimalidade de T. Por outro lado, f; <f,, pois f, € a menor
frequéncia. Logo, f, = f,. Entéo, c(T) = ¢(T") e T' também ¢ arvore de Huffman, mas contém s, no ultimo nivel. De forma
analoga, obtém-se uma arvore de Huffman T” em que s,, além de s,, esta localizado também no ultimo nivel. Seja s; 0 irméo de



s, emT". Se j # 2, entdo considere a arvore T"' obtida de T" pela troca de posi¢Ges das folhas s, e s;. Entéo ¢(T") = ¢(T""), pois
s, € S; encontram-se no mesmo nivel. Isto completa a prova, pois T"’ ¢ uma arvore de Huffiman em que s; € s, S0 irméos,
localizados no ultimo nivel.

O teorema seguinte comprova a correcéo do algoritmo.

Seja T a arvore construida pelo algoritmo de Huffman para as frequéncias f,, ..., f,, n > 1. Entdo, T € minima.

PROVA Sem perda de generalidade, seja f, <f,, ..., <f,. Denote por T, uma arvore minima correspondente a essas frequéncias.
Pelo Lema 12.1, pode-se supor que as folhas correspondentes a f; e f, sdo n6s irméos do Gltimo nivel de T;,. Utiliza-se
inducdo em n. Se n = 2, o resultado é trivial. Caso contrario, suponha que o algoritmo de Huffman sempre obtém uma arvore
de custo minimo quando o nimero de simbolos é menor do que n. Examine o funcionamento do algoritmo para as frequéncias
f, ..., f,. No primeiro passo, o algoritmo seleciona as duas menores frequéncias f, e f,, e efetua a operacdo @com as suas
subarvores correspondentes, cada qual contendo um Unico no. Essas subarvores sdo eliminadas e substituidas por uma outra
cuja frequéncia é f, + f,. Ou seja, ap6s o primeiro passo, restam n — 1 frequéncias f, + f,, f;, ..., f,. Seja T’ a arvore construida
pelo algoritmo para essas n — 1 frequéncias. Pela hipotese de indugdo, T’ é minima.

H ¢ =dT" + £ + . i
Observe, ainda, que (D =dT)+fr + 1 (i)

Por outro lado, seja T” a arvore obtida a partir de T,,,, eliminando-se as folhas (n6s irmaos) correspondentes a f, e f, e
associando-se ao pai delas um novo simbolo com frequéncia f, + f,. T” ¢ uma arvore binaria de prefixo correspondente as n — 1

frequéncias f, + f,, f5, ..., f,. Além disso,
o T,

min)

=dT) +fi + fo (ii)

Comparando (i) e (ii), observe que ¢(T") < c(T"), pois T"é minima. Logo, ¢(T) = ¢(T,) € T € uma arvore minima.

O método de Huffman é uma ferramenta importante para a compactacdo de dados. A restricdo da utilizacdo de cédigos de
prefixo é perfeitamente razoavel. E, para os cédigos de prefixo, a arvore de Huffman é comprovadamente o melhor método. Uma
desvantagem, contudo, é que um possivel erro de transmissdo em apenas um dos digitos no texto binario codificado pode
ocasionar serios problemas no processo de decodificagéo.

Exercicios

12.1 Dar exemplos de cadeias X e Y, de comprimentos n e m, respectivamente, tais que o algoritmo de forca bruta para o
casamento de cadeias efetue um nimero maximo de comparacdes. Determinar esse maximo.

12.2 Dar exemplos de cadeias X e Y, de comprimentos n e m, respectivamente, tais que o algoritmo de forca bruta para o
casamento de cadeias efetue um nimero minimo de comparagdes. Determinar esse minimo.

*12.3 Sejam X e Y duas cadeias, de comprimentos n e m, respectivamente, de alfabeto {0, 1}. Supondo que todas as
cadeias de um mesmo comprimento possuem a mesma probabilidade de ocorréncia, determinar o nUmero médio de
comparagdes que efetua o algoritmo de forga bruta de casamento de cadeias.

12.4 Sejam X e Y as cadeias abebaebaabeababbe e beabab, respectivamente.
Deseja-se determinar se Y € subcadeia de X. Determinar o numero de passos efetuados
M pelo algoritmo de forca bruta;
(i) pelo algoritmo de Knuth, Morris e Pratt.
12.5 Descrever exemplos de cadeias X e Y com 10 e 4 caracteres, respectivamente, tais que o algoritmo de forcga bruta
para determinar se Y é subcadeia de X requeira
Q) um nimero minimo de comparagdes;
(i) um numero maximo de comparagoes.
12.6 Repetir o exercicio anterior considerando, agora, o algoritmo de Knuth, Morris e Pratt.



°12.7 Repetir 0s dois exercicios anteriores com a condi¢do de que X e Y possuam n e m caracteres, respectivamente.
+12.8 Modificar o algoritmo de Knuth, Morris e Pratt, de tal modo que a quantidade de memdria utilizada, além daquela
necessaria para o armazenamento das cadeias X e Y, seja O(1). A complexidade do algoritmo deve permanecer linear.
*12.9 Modificar o algoritmo de Knuth, Morris e Pratt, de modo a procurar diminuir o numero de comparacdes efetuadas.
Mais especificamente, redefinir o valor de d(j), 1 <i<m, de maneira que d(j) < j/2, e adaptar o algoritmo a essa condigé&o.
*12.10 Mostrar que existe um algoritmo satisfazendo o exercicio anterior tal que nunca efetue um ndmero de comparagdes
de caracteres superior ao do algoritmo de Knuth, Morris e Pratt.
°12.11 Dar exemplos de cadeias X e Y tais que

0] 0 algoritmo do Exercicio 12.9 efetue um namero igual de comparac¢des em relacdo a versdo original do algoritmo de
Knuth, Morris e Pratt.

(i) o0 algoritmo do Exercicio 12.9 efetue um nimero minimo de comparacdes em relacdo a versao original do algoritmo
de Knuth, Morris e Pratt.

12.12 Determinar exatamente o0 nimero de passos efetuados pelos Algoritmos 12.1 e 12.2, no pior caso, em funcdo de n e
m.

12.13 Escrever o vetor d para o padrdo araraquara.

12.14 Dado um texto genérico, existe sempre algum metodo de compactagdo tal que o texto compactado é de tamanho
menor do que o original? Justificar a resposta.

12.15 Escrever o texto compactado através do método da frequéncia de caracteres idénticos correspondente ao texto
seguinte:

BBBCCCCDEFFFBAAAAAAAAAACDDFFFFFFFCF

12.16 Provar ou dar contraexemplo:

Considere uma variagdo do método de compactacao de frequéncias de caracteres idénticos em que o simbolo especial @
indica que os algarismos que imediatamente 0 seguem constituem o valor de uma frequéncia e ndo simbolos. Entdo, a
codificacdo produzida por esse método ndo é ambigua.

12.17 Mostrar que o problema de determinacéo da arvore de Huffman é um caso particular daquele para construir a
arvore binaria de busca 6tima. Isto é, dado um conjunto de simbolos s; e frequéncias f;, 1 < i <n, formular um problema de
construgdo de arvore binaria de busca 6tima tal que a arvore de busca encontrada seja a arvore de Huffman para o dado
conjunto de simbolos e frequéncias.

12.18 Desenhar a arvore de Huffman para o seguinte conjunto de chaves e frequéncias, respectivamente na primeira e
segunda linhas da tabela.

§152535455565758
16211923

°12.19 Descrever um algoritmo para determinar a arvore de Huffman relativa a um conjunto de simbolos e frequéncias
dadas gque possua altura minima.

+12.20 Dado um conjunto de n simbolos e frequéncias e um nimero inteiro h > 0, determinar a arvore binéria de prefixo
que possui altura h e custo minimo para essa altura.

12.21 Sejam T', T" duas arvores binarias de prefixo. T' e T" sdo similares quando T’ puder ser obtida a partir de T”,
iterativamente, através da realizacdo de uma sequéncia das seguintes operacdes: “escolher um n6 v da &rvore e trocar a sua
subarvore esquerda com a direita”. Descrever um exemplo de duas arvores de Huffman ndo similares, relativas as mesmas
frequéncias.
+12.22 Determinar as condigdes que as frequéncias devem satisfazer de modo que as arvores de Huffman correspondentes
sejam todas similares entre si.

12.23 Provar ou dar contraexemplo:

Se as frequéncias de um dado conjunto de simbolos forem todas distintas, entdo quaisquer duas arvores de Huffman séo
similares.

°12.24 Determinar as condic¢des que as frequéncias devem satisfazer de modo que quaisquer duas arvores de Huffman
distintas, relativas a essas frequéncias, sejam ndo similares.

*12.25 Generalizar o algoritmo de Huffman para o caso em que se deseja uma codificagdo maria para o texto dado, m > 2.

12.26 Provar ou dar contraexemplo: sejam s;, s; dois simbolos e €;, {; 0s respectivos niveis das folhas correspondentes a s;,
s; em uma arvore de Huffman. Entéo, f; < f; =¢; < €;.

12.27 Dado um conjunto de n arquivos A,, ..., A,, ordenados, o problema da intercalacao de arquivos consiste em reuni-
los em um Gnico arquivo ordenado. Para tal, um programa padréo intercala os arquivos dois a dois. E necessario, portanto,
executar o programa de intercalacdo um total de n — 1 vezes. Sabe-se que cada arquivo A; possui |A;jchaves e que, para



intercalar os arquivos A; e A;, 0 programa utilizalA;| + |A;| comparagGes entre chaves. Determinar a ordem em que as
intercalaces devem ser realizadas, de modo a minimizar o numero total de comparacdes efetuadas.

12.28 Sejam A, A,, A; arquivos ordenados contendo |A,], |A,], |As| chaves, respectivamente. Elaborar um algoritmo para
intercalar os trés arquivos, de forma que cada um sé seja percorrido uma Unica vez. Isto €, a cada passo seleciona-se uma
chave pertencendo a um dos trés arquivos, a qual é transferida para o arquivo intercalado e ndo mais manuseada. Comparar
esse método de intercalagdo com aquele que utilizaria duas intercalacdes de dois arquivos cada, para intercalar A, A, € A;,
conforme o exercicio anterior.
+12.29 Utilizando, repetidamente, o método de intercalar arquivos trés a trés do exercicio anterior, descrever um processo
Otimo para intercalar as chaves de n arquivos A,, ..., A,. Comparar o resultado obtido com o método de intercalar os

arquivos dois a dois do Exercicio 12.27.
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artigo de Lelewer e Hirschberg [Le87] sumariza varios desses métodos. O livro de Bell, Cleary e Witten [Be90] é dedicado a compacta¢éo de dados,
enguanto o de Hamming [Ha80] é uma referéncia para o problema de codificacdo. Em particular, esse ultimo discute a concepg¢éo de codigos com
detec¢do ou correcdo automatica de erros, inicialmente apresentada pelo mesmo autor em [Ha50].
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